
 

 

Контрольная работа 

 

3.1 Линейная алгебра 

 

3.1.1 Определители, системы линейных уравнений 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.9-

10]. При решении задач необходимо помнить, как производятся 

соответствующие операции над определителями, как решаются 

различными методами системы линейных уравнений. 

Примеры решения типичных задач. 

№ 1. С помощью формул Крамера найти решение системы линейных 

уравнений: 
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3.1.2 Матрица, операции над матрицами. Обратная матрица 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.10-

13]. При решении задач необходимо помнить, как производятся 

соответствующие операции вычисления обратной матрицы, как указанное 

используется для решения системы линейных уравнений матричным 

методом. 

Примеры решения типичных задач. 

№ 1. Найти произведение матрицы А на матрицу В, где 
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Решение. 
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Найдем решение системы, приведённой в предыдущем пункте, с 

помощью обратной матрицы. 

№ 2. Матричным методом найти решение системы линейных 

уравнений: 
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Решение. 
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Найдем обратную матрицу, для чего вычислим алгебраические 

дополнения элементов матрицы А. 

3
11

21
A,1

31

21
A,8

31

22
A 131211 =

−
=−=−=−=

−
=  

1
11

12
A,9

31

32
A,6

31

31
A 232221 −=−==

−
=−=

−
−=  

5
21

12
A,70

21

32
A,4

22

31
A 333231 −=

−
=−=

−
−=−=

−

−
=  

















−−

−−

−−−

−=−

313

791

468

26

1
A 1  

.

2

5

3

52

130

78

26

1

4

17

5

313

791

468

26

1

x

x

x

3

2

1

















−=
















−

−

−=














−


















−−

−−

−−−

−=
















 

 

3.2 Векторная алгебра 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.15-

19]. Для решения задач необходимо знать определения вектора, его длины, 

понятие коллинеарных векторов. Необходимо помнить скалярное, 

векторное и смешанное произведения векторов в координатной форме. 

Примеры решения типичных задач. 
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№ 1. Написать разложение вектора x  по базису r,q,p : 

       2,3,5r;1,1,0q;1,2,0p;1,20,15x −=−==−−=  

Решение. Так как вектор x  может быть разложен по базису r,q,p : 

rqpx  ++= ,      (1) 

то задача состоит в нахождении координат этого разложения , β, . 
Перейдем от векторного уравнения (1) к системе уравнений: 
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Решив эту систему, получим: 
6,1,3 −===   

№ 2.  Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

ba и ? 

b3a4c1 −= ,    a12b9c2 −= ,     8,2,1a −= ,     1,7,3b −= . 

Решение. Прежде всего, определим координаты вектора 1c , для этого 

из учетверенных координат вектора a  вычтем утроенные координаты 

вектора b :    35,13,13)1(384;7724;33)1(4c1 −−=−−−−−= . 

Для нахождения координат вектора 2c  из координат вектора b , 

умноженных на 9, вычтем координаты вектора a , умноженные на 12: 

   105,39,39812)1(9;21279);1(1239c2 −=−−−−−= . 

Проверим, пропорциональны ли координаты полученных векторов 

1c  и 2c : 
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−
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Так как координаты векторов 1c  и 2c  пропорциональны, то эти 

векторы коллинеарны, 12 i3i,3 −=−= . 

№ 3. Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если А(-2,4,-6), 

В(0,2,-4), С(-6,8,-10). 

Решение. Найдем координаты вектора AB  и вектора AC : 

   2,2,264,42),2(0AB −=+−−−−= , 

   4,4,4610,48),2(6 −−=+−−−−−=AC . 

Воспользуемся формулой нахождения косинуса угла: 
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№ 4. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 

векторах ba и , где 

4

3
)qp(,3q,4p,qp2b,q2p3a


===−=+=



. 

Решение. Найдем векторное произведение векторов ba и : 

qp7qq2pq4qp3pp6)qp2()q2p3(ba xxxxxxx −=−+−=−+= , 

так как 

qppq,0qq,0pp xxxx −=== , 

то 

qp7baS xx −== . 

ba x  – это площадь параллелограмма, построенного на векторах qp и , 

которая равна произведению длин этих векторов на синус угла между 

ними, то есть 242
2

2
84

4

3
sin347sinqp7qp7S ====


xx . 

Необходимым условием компланарности векторов cb,a и  является 

равенство нулю их смешанного произведения 0cba = . 

В координатной форме это условие записывается следующим 

образом: 

0

zyx

zyx

zyx

333

222

111

= . 

№ 5. Компланарны ли вектора cb,a и , если  6,4,7a = ,  1,1,2b =  и 

 17,11,19c = ? 

Решение. Составим и вычислим определитель третьего порядка: 

03173171367710476132109

171119

112

647

cba =−=−−−++== . 

Так как смешанное произведение данных векторов cb,a и  оказалось 

равным нулю, то эти векторы компланарны. 

Модуль смешанного произведения cba  равен объему 

параллелепипеда, построенного на векторах cb,a , , а объем треугольной 

пирамиды равен cba
6

1
. 

№ 6. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках A1(1,-1,2), 

A2(2,1,2), A3(1,1,4), A4(6,-3,8) и его высоту, опущенную из вершин A4 на 

грань A1A2A3. 

Решение. Найдем смешанное произведение векторов 213141 AA,AA,AA . 

Для этого сначала вычислим координаты этих векторов: 
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     0,2,1AA,2,2,0AA,6,2,5AA 213141 ==−=  

636
6

1
36
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1
V ==−=тетр. . 

Высоту пирамиды найдем из равенства: HS
3

1
V осн.пир. = , 

осн.

пир.

S

V3
H = . 

Площадь основания будет равна 2131 AAAA
2

1
x . 

Найдем векторное произведение 2131 AAAA x : 
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Следовательно, 63
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
=


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3.3  Аналитическая геометрия и линейная алгебра 

 

3.3.1 Прямая на плоскости 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.20]. 

Для решения задач необходимо знать различные способы задания прямой 

на плоскости, записи нормального и направляющего векторов прямой. 

Некоторые факты из теории. 

0)yy(B)xx(A 11 =−+−  – уравнение прямой, проходящей через точку 

)y,x(A 111  перпендикулярно N),B,A(N  нормаль прямой. 

А.x+ B.y+C=0 – общее уравнение прямой. 

n

yy

m

xx 11 −
=

−
 – канонические уравнения прямой, проходящей через 

заданную точку ),( 111 yxA , параллельно вектору ),( nmS . S  – направляющий 

вектор. 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
 – уравнения прямой, проходящей через две заданные 

точки, ),(),,( 222111 yxAyxA . 

11 xkxyy −=−  – уравнение пучка прямых с центром в точке ),( 111 yxA  и 

угловым коэффициентом k. 

y=k.x+b – уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

1
b

y

a

x
=+  – уравнение прямой в отрезках. 

Кроме того, рассмотрим условия перпендикулярности и 
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параллельности двух прямых: 

k1
.k2 = -1 – условие перпендикулярности двух прямых. 

k1 = k2 – условие параллельности двух прямых. 

 

3.3.2 Прямая в пространстве 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.20-

21]. Для решения задач необходимо знать различные способы задания 

прямой в пространстве, записи нормального и направляющего векторов 

прямой, частные случаи их направления в пространстве. 

Некоторые факты из теории. 

p

zz

n

yy

m

xx 111 −
=

−
=

−
 – канонические уравнения прямой в 

пространстве, проходящей через заданную точку )z,y,x(A 1111 , параллельно 

вектору )p,n,m(S . S  – направляющий вектор. 

При этом, если обращается в нуль одна из координат направляющего 

вектора, например, m=0, то направление прямой принимает вид: 

x = x1 

p

zz

n

yy 11 −
=

−
 – это прямая, лежащая в плоскости  x = x1. 

Если равны нулю две координаты направляющего вектора, m=n=0, 

то уравнение прямой: 

x = x1, 
y= y1 – эта прямая есть пересечение двух плоскостей x = x1 и y= y1, то 

есть параллельна оси Oz. 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
=

−

−
 – уравнение прямой, проходящей через две 

заданные точки, )z,y,x(A 1111 , )z,y,x(A 2222 . 

 

 

3.3.3 Плоскость в пространстве 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.21-

22]. Для решения задач необходимо знать различные способы задания 

плоскости в пространстве, свойства векторов нормали плоскостей. 

Некоторые факты из теории. 

0)zz(C)yy(B)xx(A 111 =−+−+−  – уравнение плоскости, проходящей 

через точку )z,y,x(A 1111  перпендикулярно )C,B,A(N . N  – нормаль 

плоскости. 
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0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111

=

−−−

−−−

−−−

 – уравнение плоскости, проходящей через 

три заданные точки )z,y,x(A 1111 , )z,y,x(A 2222 , )z,y,x(A 3333 . 

Если две плоскости заданы общими уравнениями 





=+++

=+++

,0DzCyBxA

,0DzCyBxA

2222

1111  

то уравнением двух плоскостей можно определить их нормали 

)C,B,A(N),C,B,A(N 22221111 . 

На основании теоремы об углах, образованных взаимно 

перпендикулярными сторонами, один из углов между плоскостями можно 

определить как угол между их нормалями по формуле: 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

21

21

CBACBA

CCBBAA

NN

NN
cos

++++

++
=




=  

 

3.3.4. Прямая и плоскость в пространстве 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.22-

26]. Для решения задач необходимо использовать знание о том, какими 

свойствами обладают нормальный и направляющий вектора прямой и 

плоскости в пространстве. 

Некоторые факты из теории. 

Острый угол между прямой 
p

zz

n

yy

m

xx 111 −
=

−
=

−
, )p,n,m(S  и 

плоскостью 0DCzByAx =+++ , )C,B,A(N  определяется по формуле: 

222222 pnmCBA

CpBnAm
sin

++++

++
=  

Условие параллельности прямой и плоскости имеет вид: 
0CpBnAm =++ . 

Условие перпендикулярности имеет вид: 
p

C

n

B

m

A
== . 

№ 1. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

А(2,5,-3), перпендикулярно вектору BC , если В(1,8,-1), С(9,7,4). 

Решение. Находим координаты вектора BC , который принимаем за 

нормальный вектор: 

   5;1;214;87;79BC −=+−−= . 

Подставляем координаты точки А и вектора BC  в уравнение 
0)zz(C)yy(B)xx(A 111 =−+−+−  

0)3z(5)5y(1)2x(2 =++−−−  
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После алгебраических преобразований получим искомое уравнение 

плоскости: 

2x-y+5z+16=0. 

№ 2. Найти расстояние от точки М0(1,-1,2) до плоскости, проходящей 

через три точки: М1(1,5,-7), М2(-3,6,3), М3(-2,7,3). 

Решение. Составим уравнение плоскости, проходящей через три 

точки: М1, М2, М3. Для этого подставим координаты точек М1, М2, М3 в 

уравнение плоскости: 

0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111

=

−−−

−−−

−−−

, 

0

735712

735613

7z5y1x 1

=

+−−−

+−−−

+−−

, 

разложим определитель по элементам первой строки 

0
23

14
)7z(

103

104
)5y(

102

101
)1x( =

−

−
++

−

−
−−− . 

Преобразуя левую часть равенства, получим уравнение плоскости 

2x-2y+z+15=0. 

Для нахождения расстояния от точки М0(1,-1,2) до плоскости 

2x-2y+z+15=0  подставляем координаты точки М0 в формулу: 

222

000

CBA

DzCyBxA
d

++

+++
= , 

7
3

21

144

152)1(212
d ==

++

++−−
= . 

Угол, образованный двумя плоскостями, заданный общими 

уравнениями A1x+B1y+C1z+D1=0 и A2x+B2y+C2z+D2=0 находится по 

формуле 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBACBA

CCBBAA
cos

++++

++
= . 

№ 3. Найти угол между плоскостями 

x+y-35=0 и x+2y-2z-7=0. 

Решение. Из уравнений плоскости выписываем коэффициенты: 

A1=1, B1=1, C1=0, 

A2=1, B2=2, C2=-2, 

которые затем подставляем в формулу: 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBACBA

CCBBAA
cos

++++

++
= , 
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2

2

23

3

)2(21011

)2(02111
cos

222
==

−++++

−++
= . 

Отсюда, 
4


 = . 

№ 4. Найти координаты точки А(х,0,0), равноудаленной от точек         

В(-2,-4,-6) и С(-1,-2,-3). 

Решение. Находим расстояние между точками и приравниваем их: 
222 )06()04()x2(AB −−+−−+−−= , 

222 )03()02()x1(AC −−+−−+−−= , 

13)x1(52)x2( 22 +−−=+−−  

Взводим в квадрат обе части этого уравнения: 

(2+x)2+52=(1+x)2+13, 

выполнив соответствующие преобразования, получим х=-21. Точка А 

имеет координаты (-21,0,0). 

№ 5. Написать канонические уравнения прямой 

2x-3y-2z+6=0, x-3y+z+3=0. 

Решение. Выберем произвольно одну из координат. Пусть, например, 

z=0, тогда имеем систему двух уравнений с двумя неизвестными 2x-3y-

2z+6=0, x-3y+z+3=0, решая которую получим: х=-2, у=0. 

Итак, нашли точку, лежащую на прямой М0(-3,0,0). Находя теперь 

векторное произведение вектора  2,3,2N1 −−  и  1,3,1N − , получаем 

направляющий вектор 

k3j4i9

131

232

kji

s −−−=

−

−−= . 

Канонические уравнения: 
3

z

4

y

9

3x

−
=

−
=

−

+
 или, умножив на (-1), имеем 

349

3 zyx
==

+

. 

№ 6. Найти точку пересечения прямой 
2

1z

1

3y

3

7x +
=

−
=

−
 и плоскости 

2x+y+7z-3=0. 

Решение. Запишем уравнение прямой в параметрическом виде, для 

этого каждое из равных отношений приравняем параметру  

t
2

1z
,t

1

3y
,t

3

7x
=

+
=

−
=

−
, 

откуда имеем x=3t+7, y=t+3, z=-2t-1. 

Подставляя эти значения в уравнение плоскости 

2(3t+7)+ t+3+7(-2t-1)-3=0, находим t=1. 

Подставляя значения t=1 в параметрические уравнения, получим 
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x=3.1+7=10, y=1+3=4, z=-2-1=-3. 

Итак, точка пересечения имеет координаты (10,4,-3). 

№ 7. Найти точку М/, симметричную точке М(0,-3,-2) относительно 

прямой 
1

5,1z

1

5,1y

0

5,0x −
=

−

+
=

−
. 

Решение. Составим уравнение плоскости, проходящей через точку М 

и перпендикулярной данной прямой. Координаты нормального вектора 

плоскости  1,1,0SN −== , тогда уравнение плоскости запишется 

следующим образом: 

0(x-0)-1(y+3)+1(z+2)=0 или –y+z-1=0. 

Далее находим точку пересечения прямой и плоскости М0(0,5;-

0,5;0,5). 

В формулу Ax+By+Cz+D=0 подставляем координаты точек М и М0: 

x/=2.0,5-1=1 

y/=2.(-0,5)+3=2 

z/=2.0,5+2=3 

Итак, М/(1,2,3). 

№ 8. Найти точку М/, симметричную точке М(-2,0,3) относительно 

плоскости 2x-2y+10z+1=0. 

Решение. Нормальный вектор данной плоскости  10,2,0N −=  

принимаем за направляющий вектор прямой. Запишем параметрические 

уравнения прямой, проходящей через точку М, и перпендикулярной 

плоскости: 

x=2t-2, y=-2t, z=10t+3. 

Находим точку пересечения этой прямой и плоскости. Координаты 

точки М0(-2,5;0,5;0,5). Найдем координаты точки М/: 

x/=2.(-2,5)+2=-3, y/=2.0,5=1, z/=2.0,5-3=-2. 

Итак, М/(-3,1,-2). 

 

 

3.4  Полярная система координат 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [7, с.27-

29]. Для решения задач необходимо использовать формулы 

преобразования координат из декартовой в полярную системы координат, 

и, наоборот. 

 
Рисунок 1 – Полярная система координат. 
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На рисунке 1 имеем ОМ=r, РОМ=. Для того чтобы между точками 

плоскости и парами чисел r и  установить однозначное соответствие, мы 

будем считать, что допустимые значения r находятся в пределах от 0 до , 

а допустимые значения угла  — в пределах от 0 (включительно) до 2 

(исключая его), т. е. 

r0  , 

 20  . 

Однако и при этих ограничениях точке О (полюсу) соответствует 

координата r=0, а значение координаты  является неопределенным. 

Легко установить связь между полярной и декартовой системами 

координат. Выберем общее начало координат в обеих системах и 

совместим полярную ось ОР с положительным направлением оси абсцисс. 

Тогда получим: длина отрезка rOM
______

=  угол =OMM 1 . 

 
Рисунок 2 – Иллюстрация перехода от декартовой системы 

координат к полярной: а) в случае, когда угол острый, б) – тупой. 

Но ОМ2=ОМ2
1+М1М2 или r2=x2+y2 и 

x

y
tg = . Отсюда находим 

22 yxr += , 

x

y
tg = . 

Заметим, что каждому значению дроби 
x

y
 соответствуют два 

значения угла  (в пределах от нуля до 2). Для правильного выбора 

одного из них по знаку координат х и у определяют, в какой четверти 

лежит угол . Декартовы координаты точки х и у определяются через 

полярные r и  по очевидным из рисунка формулам: 

cosrx = , 

sinry = . 

Таким образом, устанавливается связь между декартовыми 

координатами х и у точки М и ее полярными координатами r и . 

№ 1. Линия задана уравнением 
cos3

8
r

+
=  в полярной системе 
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координат. Требуется: 1) построить линию по точкам, начиная от =0 до 

=2 и придавая  значения через промежуток 
8


; 2) найти уравнение 

данной линии в прямоугольной декартовой системе координат, у которой 

начало совпадает с полюсом, а положительная полуось абсцисс – с 

полярной осью; 3) по полученному уравнению определить, какая это 

линия. 

Решение. Составим таблицу (таблица 1) значений r и косинуса угла, 

затем, построим линию по точкам. 

Таблица 1 – Таблица значений r и косинуса угла. 

 0 
8



 4



 
8

3

 
2



 
8

5

 

4

3

 

8

7

 



 8

9

 
4

5

 
8

11

 

2

3

 
8

13

 

4

7

 
8

15

 

2

 

co
s 


 

1
 

0
,9

2
4

 

0
,7

0
7

 

0
,3

8
3

 

0
 

-0
,3

8
3

 

-0
,7

0
7

 

-0
,9

2
4

 

-1
 

-0
,9

2
4

 

-0
,7

0
7

 

-0
,3

8
3

 

0
 

0
,3

8
3

 

0
,7

0
7

 

0
,9

2
4

 

1
 

r 2
 

2
,0

3
9
 

2
,1

5
8
 

2
,3

6
4
 

2
,6

6
7
 

3
,0

5
7
 

3
,4

8
9
 

3
,8

5
4
 

4
 

3
,8

5
4
 

3
,4

8
9
 

3
,0

5
7
 

2
,6

6
7
 

2
,3

6
4
 

2
,1

5
8
 

2
,0

3
9
 

2
 

 
Рисунок 3 – График функции в полярной системе координат. 

Найдем уравнение данной линии в прямоугольной декартовой 

системе координат, имея в виду что 22 yxr += , 
22 yx

x
cos

+
=  подставляя 

в данный момент в данное уравнение кривой получим: 

22

22

yx

x
3

8
yx

+
+

=+ . 

После преобразований получим уравнение в каноническом виде: 

1
8

y

9

)1x( 22

=+
+

 – это уравнение эллипса. 
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№ 2. Найти полярные координаты точки M(r, ), если даны ее 

декартовы координаты х=2, у=-2. 

Решение. Согласно формулам 22 yxr += , 
x

y
tg = , находим  

222)2(r 22 =+−= , 

1
2

2
tg −=−= . 

В границах от нуля до 2  имеются два угла 1 и 2, для которых 

1tgtg 21 −==  . Это значения 
4

3
1 =  и 

4

7
2 = . Чтобы правильно выбрать 

одну из них, следует учесть знак ординаты у. Так как sinry =  и в данном 

случае 02y −= , то 0sin  . Следовательно, угол  находится либо в 

третьей, либо в четвертой четверти. Из двух значений 1 и 2 только 

второе удовлетворяет последнему условию, откуда 
4

7
= . Итак, полярные 

координаты точки М равны 22r = ; 
4

7
= . 

 

 

3.5  Введение в анализ функции одной переменной 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т. 1, 

гл. 1, §§ 2÷9]; [5, гл. 1, §§ 1÷4], а также вспомните школьный материал, 

касающийся вопросов о функциях, их исследовании. При решении задач 

необходимо помнить, как ведут себя функции на различных интервалах, 

какие значения аргумента задаются. 

Примеры решения типичных задач. 

№ 1.  

Найти область определения функции: 3

2
12

65

1
++

+−

−
= x

xx

x
u . 

Решение:  3

2
12

65

1
++

+−

−
= x

xx

x
u  

Здесь аргумент х содержится в знаменателе дроби. Поэтому х  не 

может иметь тех значений, которые обращают знаменатель в 0, т.к. 

деление на 0 не имеет смысла. Приравняв знаменатель к 0, найдём эти 

значения  х: 

3,2,065 21

2 ===+− xxxx . 

Второе слагаемое  в записи функции не накладывает никаких 

ограничений на значения х, т.к. показатель радикала нечётный. 

Следовательно, областью определения функции является вся числовая ось, 

кроме точек 
3,2 21 == xx . 



 

 14 

Рассмотрим, далее, вопрос о построении графика функции. Наиболее 

часто используемый метод – построение по точкам. При этом сначала 

составляется таблица соответствующих друг другу значений переменных, 

затем, после подготовки системы координат с масштабом, строятся точки 

(из таблицы), которые затем соединяются плавной линией. Хотя, если в 

качестве исходной берётся некоторая основная элементарная функция, то 

построение графика состоит в пошаговом построении всех действий, 

совершаемых над исходной основной (в частности, параллельный сдвиг, 

растяжение по различным направлениям). 

№ 2.  

Построить график функций: 122 −−= xxy    на [-2, 4]. 

Решение:  1) 122 −−= xxy  

Т.к. по условию функцию надо рассматривать только на отрезке [-2, 

4], то для простоты вычислим её значения только для целых значений х. 

В прямоугольной системе координат с одинаковыми единицами 

масштаба строим точки, откладывая содержащиеся в таблице значения 

аргумента  х  по оси абсцисс, а значения функции  у  по оси ординат. 

Полученные точки соединяем плавной кривой, которая и будет графиком 

данной функции (график параболы на рисунке 1): 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4 – Таблица значений и график параболы 122 −−= xxy . 

Следующая задача показывает способ построения графика путём 

преобразования графика основной элементарной функции: 

№ 3.  

Построить график функции:  ( ) 2,15,132 −+−= xy  

Решение: Составим таблицу (таблица 2) соответствующих значений 

переменных  х  и  у  для функции ху =  и построим её график  
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Таблица 2 – Значение переменной у для соответствующих х 

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

y 0 1,0 1,4 1,7 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 

Обозначая функцию иу =  символом  ( )uf , получаем вид: 

( )  2,15,132 −+−= xfy , 

– увеличивая в 2 раза ординаты точек графика ху = , абсциссы без 

изменения, строим график функции ху 2=  (рисунок 5); 

– уменьшая в 3 раза абсциссы точек графика ху 2= , без изменения 

ординат, строим график функции ху 32= ; 

– меняя знаки у абсцисс точек графика ху 32= , сохраняя при этом 

ординаты, строим график функции ху 32 −=  (он симметричен ху 32=  

относительно оси ординат); 

– перенося точки графика функции ху 32 −=  в направлении оси 

абсцисс на 1,5 единицы влево, строим график функции ( )5,132 +−= ху , и 

перенося точки графика функции ( )5,132 +−= ху  в направлении оси 

ординат на 1,2 единиц вниз, строим искомый график функции 

( ) 2,15,132 −+−= ху . 

Рисунок 5 – График функции, получаемый преобразованием графика 

основной элементарной функции 

 

 

3.6  Пределы последовательностей и функций 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по пределам 

последовательностей и функций по [4, т. 1, гл. 1, §§ 1÷7];  [5, гл. 1, §§ 5÷9], 

а также вспомните школьный материал, касающийся вопросов о 

вычислениях пределов функций и последовательностей. 

Далее типичные задания на указанную тему. 

№ 1.  

Доказать, что    




+


=

→ 1,

10,0
lim

aесли

aесли
a n

n
. 
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Доказательство:  1) пусть постоянная  а  правильная дробь: 10  a . 

Тогда, с ростом  n  переменная ( ) nanf =  будет монотонно убывать. 

Докажем, что начиная с определённого значения  n = nо  и для всех 

последующих значений n > nо, значения ( ) nanf =  будут меньше любого 

наперёд заданного положительного числа  . 
Полагая оn

a  найдём искомое значение nо. Логарифмируя обе 

части неравенства, получим:   

lglg anо , 

откуда 
a

nо
lg

lg
  (знак меняется, т.к. при 10  a   0lg a ). 

Следовательно, значение ( ) nanf =   при  n = nо  и все последующие её 

значения  при  n > nо будут меньше  ,  как бы мало оно ни было.  

Тем самым доказано, что при  10  a   и при  +→n   ( ) nanf =   

является бесконечно малой величиной, т.е.   0lim =
+→

n

n
a . 

2) пусть  а > 1. Тогда, с ростом  n  переменная ( ) nanf =  будет 

монотонно возрастать. Докажем, что начиная с определённого значения  n 

= nо  и для всех последующих значений n > nо , значения ( ) nanf =  будут 

больше любого наперёд заданного положительного числа  N. 

Полагая Na оn
  найдём искомое значение nо. Логарифмируя обе 

части неравенства, получим:   

Nanо lglg  ,   т.е.   
a

N
nо

lg

lg
 . 

Следовательно, при   n   nо значения ( ) nanf =   будут больше N, как 

бы велико оно ни было. 

Тем самым доказано, что при  а > 1  и при  +→n   ( ) nanf =   является 

положительной бесконечно большой величиной, т.е.   +=
+→

n

n
alim . 

Примечание. Приведён пример вычисления предела геометрической 

прогрессии со знаменателем меньше или больше 1. 

№ 2. При  +→n  найти предел функции:   ( )
2222

1
..

321

n

n

nnn
nS

−
++++= . 

Решение: Данная функция представляет собой сумму  n – 1  членов 

арифметической прогрессии. Нетрудно видеть, что разность прогрессии 

2

1

n
. 

Тогда  

( ) 







−=







 −
+

−
=

−
++++=

nn

n

n

n

n

n

nnn
nS

1
1

2

111

2

11
..

321
222222

, 

Следовательно,  

2

1

lim

1
1

2

11
1

2

1
lim =








−=








−

→ nnn
. 
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№ 3. Доказать, что  0
!

lim =
→ n

xn

n
 при   х. 

Решение: Для  х всегда найдутся два таких последовательных 

целых положительных числа  k  и  k + 1, что  1+ kxk . 

Тогда  
knkkn

k

x

k

x

n

x

k

x

k

x

k

x

k

x

n

x
−

+


+


+


+
=

1!
..

321!!
. 

При этом первый множитель  
!

1
k

x
M

k

=  не зависит от  n  и при любом 

данном значении  х  является постоянным; второй множитель  
kn

k

x
M

−

+
=

1
1  

при  +→n   будет величиной бесконечно малой, так как 1
1


+k

x
. 

Следовательно,  М1М2, как произведение постоянной величины на 

бесконечно малую, есть величина бесконечно малая. 

Тогда и 
!n

xn

– величина бесконечно малая, т.е. 0
!

lim =
→ n

xn

n
 при   х. 

№ 4. Вычислить  
2

4
lim

2

−

−

→ х

x

х
. 

Решение: Произведём тождественное преобразование 

( )( )
2

2

22

2

42

+=
−

+−
=

−

−
x

x

xx

x

x
, 

справедливое при всех значениях х, отличных от 2. поэтому, имея в виду 

определение предела, можно написать: 

( )( )
( ) 42lim

2

22
lim

2

4
lim

22

2

2
=+=

−

+−
=

−

−

→→→
x

x

xx

x

x

xxx
 

Примечание. Необходимо заметить, что здесь нет сокращения на 0 

(которое, естественно, недопустимо), т.к. по определению предела 

функции аргумент  х  стремится  к своему предельному значению 2, 

никогда с ним не совпадая. Следовательно, здесь  02 −х . 

№ 5. Вычислить  
x

x

х 3

2

cos1

sin
lim

+→
. 

Решение: разлагая числитель и знаменатель на множители и 

сокращая дробь на xcos1+ , получим: 

( )( ) 3

2

coscos1

cos1
lim

coscos1cos1

cos1
lim

cos1

sin
lim

22

2

3

2

=
+−

−
=

+−+

−
=

+ →→→ xx

x

xxx

x

x

x

xxx 
 

№ 6. Вычислить  
x

x

х

11
lim

0

+−

→
. 
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Решение: Уничтожаем иррациональность в числителе путём 

умножения числителя и знаменателя на 11 ++ x , затем сокращаем дробь 

на  х. 

( )( )
( ) ( ) 2

1

11

1
lim

11
lim

11

1111
lim

11
lim

0000
−=

++

−
=

++

−
=

++

+++−
=

+−

→→→→ xxx

x

xx

xx

x

x

хххх
 

Рассмотрим примеры на замечательные пределы: 

№ 7. Вычислить  
x

x

х cos1
lim

2

0 −→
. 

Решение: применим тригонометрическую формулу 
2

sin2cos1 2 x
x =− : 

212

2
sin

2lim2

2
sin2

lim
cos1

lim

2

0
2

2

0

2

0
==



















==
− →→→ x

x

x

x

x

x

ххх
 

№ 8. Вычислить  
х

х х

3
1

1lim 







+

→
. 

Решение: 

=



















+








+








+=








+

→→

xxx

х

х

х хххх

1
1

1
1

1
1lim

1
1lim

3

 

31
1lim

1
1lim

1
1lim eeee

ххх

x

х

x

х

x

х
==








+








+








+=

→→→
 

Применение правила Лопиталя рассмотрим на следующем примере: 

№ 9. Вычислить  
xx

xee xx

х sin

2
lim

0 −

−− −

→
. 

Решение: 

2
1

2

cos
lim

sin
lim

cos1

2
lim

sin

2
lim

0000
==

+
=

−
=

−

−+
=

−

−− −

→

−

→

−

→

−

→ x

ee

x

ee

x

ee

xx

xee xx

х

xx

х

xx

х

xx

х
 

Пришлось применить правило Лопиталя 3 раза, т.к. отношения 

первых, вторых и третьих производных приводили к неопределённости 

0
0 . 

 

3.7    Дифференцирование и его применение 

 

3.7.1 Производная функции 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т. 1, 

гл.3, §§ 1÷15];  [5, гл. 2, §§ 1÷9].  Понятие производной является 

фундаментальным понятием математики. 

Приведём решение задач по указанной теме. 
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№ 1. Вычислить   
xx

y
1

= . 

Решение: Представим у в виде степенной функции: 2

3
−

= xy . 

Тогда  

xx
xxy

2

2

5
1

2

3

2

3

2

3

2

3
−=−=−=

−−−

. 

№ 2. Вычислить производную функции  
t

t
z

sin1

cos

−
=   для  

6


=t . 

Решение: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

=
−


−−−−

=
−


−−−



=
22

sin1

coscossin1sin

sin1

sin1cossin1cos

t

tttt

t

tttt
z  

( ) ( ) tt

t

t

ttt

sin1

1

sin1

sin1

sin1

cossinsin
22

22

−
=

−

−
=

−

++−
= . 

Подставив 
6


=t , получим 

2

2
11

1

6
sin1

1

6
=

−
=

−
=













z . 

№ 3. Вычислить производную функции   
( )

( ) xex

xx
y

3

2

4

11

+

−+
= . 

Решение: Логарифмируя функцию, получаем: 

( ) ( ) ( ) xxxxy −+−−++= 4ln31ln
2

1
1ln2ln  

Дифференцируем обе части последнего равенства: 

( )
1

4

3

12

1

1

2
−

+
−

−
+

+
=



xxxy

y
 

Умножая на  у  и подставляя 
( )
( ) xex

xx
3

2

4

11

+

−+
 вместо  у, получим: 

( )

( ) ( ) 







−

+
−

−
+

++

−+
= 1

4

3

12

1

1

2

4

11
3

2

xxxex

xx
y

x
. 

 

 

3.7.2  Исследование функций 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по /4, т.1 

гл.5, §§ 1÷12/;  /5, гл. 3, §§ 3÷6/. Предметом рассмотрения в этой теме 

являются вопросы возрастания и убывания функций; вычисление 

максимумов и минимумов их, с применением как первой производной, так 

и второй; схема определения наибольшего и наименьшего значений 

функции на отрезке. Рассматриваются понятия выпуклости и вогнутости 
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кривой, точек перегиба. Определение асимптот, общая схема исследования 

функции. 

Далее приведены типичные задачи на указанные вопросы. 

№ 1. Определить интервалы возрастания и убывания функции 

( )21ln xp −= . 

Решение: Производная  
21

2

x

x
p

−
−=  положительна при 01 − x  и 

1x , отрицательна при 10  x  и при 1−x . Учитывая, что область 

определения функции есть интервал  11 − x , заключаем, что в интервале 

01 − x  функции  возрастает, а в интервале  10  x - убывает. 

№ 2. Исследовать на максимум и минимум функцию  ( )321 xy −= . 

Решение: Действуя последовательно, 

I. Находим производную  

( ) ( ) ( )2222 16213 xxxxy −−=−−=  

и критические точки. Полагая  0=y , получим  1,1,0 321 −=== xxx . 

Функция определена и непрерывна на всей числовой оси, поэтому все 

полученные точки являются критическими, при этом других  критических 

точек нет (т.к. производная существует всюду). 

II. Исследуем критические точки, определяя знак y   слева и справа 

от каждой точки (таблица 3). 

 

Таблица 3 – Исследование критических точек. 
x -2 -1 

2
1−  0 

2
1  1 2 

y  + 0 + 0 - 0 - 

y возр нет 

экстр 

возр max убыв нет 

экстр 

убыв 

В 1-й строке – все критические точки в порядке расположения их на 

числовой оси, между ними – промежуточные точки, расположенные слева 

и справа от критических точек. Во 2-й– знаки производной в указанных 

точках, т.е. знаки ( ) ( )2,
2

1
,

2

1
,2 уууу 

















−− . В 3-й строке –о поведении 

функции. Исследуемая функция имеет одну точку экстремума –максимум  

х = 0, где ( ) 10max == yy . До неё в интервале ( )0,−  функция неизменно 

возрастает, а после неё в интервале ( )+,0  функция неизменно убывает. 

Найдём наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. 

№ 3. Определить на отрезке  







−

2

3
;3  наибольшее и наименьшее 

значения функции  333 +−= xxy . 

Решение:  

1) находим максимумы  и минимумы функции на отрезке  
2

3,3−  



 

 21 

33 2 −= xy ,    033 2 =−x ,    11 =x ,    12 −=x .  xy 6= ,   тогда ( ) 06
1

=
=x

y . 

Следовательно, в точке 11 =x   имеет место минимум (рисунок 6): 

( ) 1
1
=

=x
y . 

Рисунок 6 – График функции 333 +−= xxy . 

Далее,  ( ) 06
1

−=
−=x

y . 

Следовательно, в точке 12 −=x   имеет место максимум:  ( ) 5
1
=

−=x
y . 

2) определим значение функции на концах отрезка: 

( )
8

15
2

3 =
=x

y ,    ( ) 15
3

−=
−=x

y . 

Таким образом, наибольшее значение рассматриваемой функции на 

отрезке 







−

2

3
;3  есть    ( ) 5

1
=

−=x
y , 

а наименьшее значение есть   ( ) 15
3

−=
−=x

y . 

В следующем примере разберём, как находить асимптоты. 

№ 4. Найти асимптоты кривой:  
x

xx
y

122 −+
=  

Решение:1) ищем вертикальные асимптоты: 

+→y   при 0−→x , 

−→y   при 0+→x , 

Следовательно, прямая  х = 0 есть вертикальная асимптота кривой  

 (рисунок 7). 
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Рисунок 7 – Нахождение асимптот заданной кривой. 

2) ищем наклонные асимптоты: 

1
12

1lim
12

limlim
22

2

=







−+=

−+
==

→→→ xxx

xx

x

y
k

xxx
, 

т.е.  1=k . 

  2
1

2lim
12

lim
12

limlim
222

=







−=







 −−+
=








−

−+
=−=

→→→→ xx

xxx
x

x

xx
xyb

xxxx
, 

т.е.  2=b . 

Следовательно, прямая 2+= ху - наклонная асимптота кривой. 

Исследуя взаимное расположение кривой и асимптоты рассмотрим 

разность ординат кривой и асимптоты при одном и том же значении  х: 

( )
x

x
x

xx 1
2

122

−=+−
−+

 , 

нетрудно видеть, что при  х > 0 эта разность отрицательна,  при  х < 0 – 

положительна. Следовательно, при  х > 0 кривая лежит ниже асимптоты, 

при  х < 0 – выше. 

№ 5. Исследовать функцию 3 322 xaxy −=  (a>0), построить её график. 

Решение:  1) Функция определена при всех значениях  х. 

2) всюду непрерывна. 

3) исследуем на максимум и минимум: 

( ) ( )3 23 232

2

23

34

23

34

xax

xa

xax

xax
y

−

−
=

−

−
=  

существует всюду, за исключением точек  axx 2,0 21 == . 

Исследуем предельные значения производной при 0−→x  и при 

0+→x  

( )
−=

−

−

−→ 3 230
23

34
lim

xaxx

xa

x
,     

( )
+=

−

−

+→ 3 230
23

34
lim

xaxx

xa

x
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при 0x  будет 0y , при 0x  будет 0y . 

Следовательно, при  х = 0  функция имеет минимум. Значение 

функции в этой точке равно 0. 

Исследуем теперь функцию в другой критической точке ax 22 = . При 

ax 22 →  производная также стремится к бесконечности. Однако в данном 

случае для всех значений х, близких к 2а (находящихся как справа, так и 

слева от точки 2а), производная отрицательна. Следовательно, в ней 

функция не имеет эксремума. В точке ax 22 = , так же как и вблизи этой 

точки, функция убывает; касательная к кривой в этой точке вертикальна. 

При 
3

4
2

ax =  производная обращается в нуль. Исследуем характер 

этой критической точки. Рассматривая выражение первой производной, 

замечаем, что при 
3

4ax   будет 0y , при 
3

4ax   будет 0y . 

Следовательно, при 
3

4ax =  функция имеет максимум: 

3
max 4

3

2
ay = . 

4) на основании проведённого исследования получаем области 

возрастания и убывания функции: 

при  0− x   функция убывает, 

при  
3

40 ax    функция возрастает, 

при  + xa
3

4   функция убывает, 

5) определяем области выпуклости и вогнутости кривой  и точки 

перегиба: вторая производная  

( ) 3
5

3
4

2

29

8

xax

a
y

−
=  

ни в одной точке не обращается в нуль. Однако существуют две точки, в 

которых вторая производная терпит разрыв: это точки axx 2,0 21 == . 

Исследуем знак второй производной вблизи каждой из этих точек: 

При 0х   имеем 0y  – кривая обращена выпуклостью вверх; при 

0х   имеем 0y  – кривая обращена выпуклостью вверх. Значит, точка с 

абсциссой 0=х  не является точкой перегиба (рисунок 8). 
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Рисунок 8 – Построение графика функции 3 322 xaxy −= . 

При aх 2  имеем 0y  – кривая обращена выпуклостью вверх; при 

aх 2  имеем 0y  – кривая обращена выпуклостью вниз. Значит, точка 

( )0;2a  на кривой является точкой перегиба. 

6) Определим асимптоты кривой: 

11
2

lim
2

limlim 3

3 32

−=−=
−

==
→→→ x

a

x

xax

x

y
k

xxx
, 

   
( ) 3

2

22

2
lim2limlim

23 323 232

332
3 32 a

xxaxxxax

xxax
xxaxxyb

xxx
=

+−−−

+−
=+−=−=

→→→

. 

Следовательно, прямая  

3

2a
xy +−=  

есть наклонная асимптота заданной кривой. 

 

 

3.7.3  Функции нескольких переменных 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т. 1, 

гл. 8, §§ 1÷18], [5, гл. 6, §§ 1÷10]. Познакомьтесь с основными понятиями, 

связанными с функциями нескольких переменных, вычислением предела и 

производной функции нескольких переменных, дифференцированием 

сложных и неявных функций. Выясните, как вычисляются частные 

производные высших порядков, экстремумов функций нескольких 

переменных. 

Рассмотрим типичные задачи на рассматриваемые темы. 

№ 1. Дана функция yxz sin2= . Найти частные производные 
x

z




 и 

y

z




. 
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Решение:  yx
x

z
sin2=




, yx

y

z
cos2=




. 

Выясним, как можно вычислить полный дифференциал функции. 

№ 2. Найти полный дифференциал функции zeu yx 2sin
22+=  трёх 

переменных  x,  y,  z. 

Решение:  Находим частные производные 

zxe
x

u yx 2sin2
22+=




,    zye

y

u yx 2sin2
22+=




,    zezze

z

u yxyx 2sincossin2
2222 ++ ==




. 

Очевидно, что полученные функции являются непрерывными при 

всех значениях  x,  y,  z. Тогда 

( )zdzzdyyzdxxedz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
du yx 2sinsin2sin2 2222

++=



+




+




= + . 

Рассмотрим пример вычисления производной сложной функции, 

аргументы которой есть функции, зависящие от   x,  y, по формулам 



















+








=












+








=





y

v

v

F

y

u

u

F

y

z

x

v

v

F

x

u

u

F

x

z

,            (1) 

№ 3. Вычислить производную сложной функции  

( ) yxveuvuz yx +==+= + 22 ,,ln
2

. 

Решение:  Находим соответствующие частные производные по (1) 

vuv

z

vu

u

u

z

+
=





+
=




22

1
,

2
, 

1,2,2,
22

=



=




=




=



 ++

y

v
x

x

v
ye

y

u
e

x

u yxyx . 

Подставим полученные результаты в формулы (1) и получим 

( )
( )

( ) 





 +

++
=+

+
=

+
+

+
=



 +

+

++ xe
yxe

xue
vu

x
vu

e
vu

u

x

z yx

yx

yxyx
2

2
2222

2

2

22 22
2

12
, 

( )
( )

( ) 





 +

++
=+

+
=

+
+

+
=



 +

+

++ 14
1

14
11

2
2 2

2
2222

2

2

22 yx

yx

yxyx ey
yxe

uye
vuvu

ye
vu

u

y

z
. 

В следующем примере показано как вычисляется полный 

дифференциал сложной функции с использованием формулы: 













+








+












+








= dy

y

v
dx

x

v

v

F
dy

y

u
dx

x

u

u

F
dz .         (2) 

№ 4. Найти полный дифференциал сложной функции  
yexvyxuvuz 3232 ,sin, === . 

Решение:  По формуле (2) получаем 

( ) ( )=+++=+= dyexdxexvuydyxydxxuvdvvuduuvdz yy 322223223 33cossin2232  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=+++= dyexdxexexyxydyxydxxexyx yyyy 3223222332 3sin3cossin2sin2  

( ) ( )=+++= dyexdxexyexydyxydxxyex yyyy 3222102311 3sin3cossin2sin2  
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( )dyyyyexydxex yy sin3cos2sinsin13 3132312 ++= . 

Рассмотрим, далее, производную неявной функции, которая 

рассчитывается по формуле 

y

F
x

F

y x








−=               (3) 

№ 5. Найти производную неявной функции   0=+− xyee xy . 

Решение:  Нетрудно видеть, что неявная функция имеет вид 

( ) xyeeyxF xy +−=,  

ye
x

F x +−=



,     xe

y

F y +=



. 

Используя формулу (3) получим 

xe

ye

xe

ye

dx

dy
y

x

y

x

+

−
=

+

+−
−= . 

Следующий пример показывает как вычисляется производная 

функции в направлении некоторого вектора, вектор градиента. 

№ 6. Дана функция 222 zyxu ++= . В точке ( )1,1,1M : 

1) найти производную 
ds

du
 в направлении вектора kjis


32 ++= ; 

2) определить градиент. 

Решение:  1) Сначала вычисляются направляющие косинусы  s


: 

14

2

914

2

312

2
cos

222
=

++
=

++
= ,    

14

1
cos = ,   

14

3
cos = . 

Подставляем полученные значения в формулу: 

 coscoscos
dz

du

dy

du

dx

du

ds

du
++= ,    т.е.    

14

3

14

1

14

2

dz

du

dy

du

dx

du

ds

du
++= . 

Соответствующие частные производные имеют значение: 

z
dz

du
y

dy

du
x

dx

du
2,2,2 === , 

тогда в точке ( )1,1,1M  имеем 

2,2,2 =







=








=









MMM dz

du

dy

du

dx

du
. 

Тем самым, 

14

12

14

3
2

14

1
2

14

2
2 =++=

ds

du
. 

2) Градиент заданной функции в произвольной точке 

kzjyixu


222grad ++= , 

следовательно, 

( ) kjiu
M


222grad ++= ,     32grad =

M
u . 
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В следующем примере рассматривается вопрос исследования 

функции на максимум и минимум. 

№ 7. Исследовать на максимум и минимум функцию 

12322 +−++−= yxyxyxz . 

Решение:  Сначала вычисляем критические точки 

22

,32

−+−=

+−=

yx
dy

dz

yx
dx

dz

 

Приравниваем частные производные нулю и решаем систему 

получаемых уравнений: 





=−+−

=+−

022

032

yx

yx
, 

решением системы будет  
3

1
,

3

4
=−= yx . 

Для определения характера критической точки вычисляем частные 

производные второго порядка 

2,1,2
2

22

2

2

==−=


===
dy

zd
C

xdy

zd
B

dx

zd
A , 

для которых проверяем выполнение соответствующих условий экстремума 

(по теореме о достаточных условиях), тогда 

( ) 03122
22 =−−=− BAC , 

тем самым, в точке ( )
3

1;
3

4−  данная функция имеет минимум, а именно: 

3
4

min −=z . 

 

 

3.8  Интегральное исчисление 

 

3.8.1  Неопределённые интегралы 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по /4, т.1 

гл.10, §§ 1÷8/;  /5 гл. 4, §§ 1÷7/. Предметом рассмотрения в этой теме 

являются вопросы необходимости ввода операции интегрирования- 

именно, как операции противоположной операции дифференцирования; 

таблица интегралов; свойства интегралов и некоторые методы 

интегрирования. 

Далее приведены типичные задачи на указанные вопросы от самых 

простых до сложных. 

№ 1. Пример на вычисление неопределённого интеграла: 

 += Cxxdx 7sin
7

1
7cos . 
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№ 2. Вычислить интеграл методом замены переменной: ( ) x

dx
x

3
ln . 

Решение: полагаем  xt ln= , тогда 
x

dx
dt =  и 

( ) ( ) CxC
t

dtt
x

dx
x +=+== 

4
4

33
ln

4

1

4
ln . 

№ 3. Вычислить интеграл:   xdxtg 2 . 

Решение:  = xdxtg 2
Cxtgxdxdx

x
dx

x

x
dx

x

x
+−=−=

−
=  1

cos

1

cos

cos1

cos

sin
22

2

2

2

 

№ 4. Вычислить интеграл:  
( ) −

dx
xx 1

1
. 

Решение:  
( )

( )
( ) ( ) ( )

=
−

−
−

−
=

−

−−
=

−  dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

xx
dx

xx 1

1

11

1

1

1
 

C
x

x
Cxxdx

x
dx

x
+

−
=+−−=−

−
= 

1
lnln1ln

1

1

1
. 

Примечание. При вычислении интегралов с тригонометрическими 

функциями возможны подстановки и замены переменной, к примеру 

( ) dxxxR cos,sin . 

Рассмотрим пример подобного типа. 

№ 5. Вычислить интеграл:   x

dx

sin
. 

Решение:  вводя подстановку t
x

tg =
2

, можем записать: 

C
x

tgCt
t

dt

t

t
t

dt

x

dx
+=+==

+

+=  2
lnln

1

2
1

2

sin
2

2

. 

 

3.8.2  Определённые интегралы 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по /4, т.1 

гл.11, §§ 1÷6/;  /5 гл. 5, §§ 1÷7/. Предметом рассмотрения в этой теме 

является выяснение геометрического смысла определённого интеграла, 

свойства определённого интеграла и некоторые методы интегрирования. 

Рассмотрим типичные задачи на указанные вопросы. 

№ 1. Вычислить определённый интеграл: 
2

0

sin xdx . 

Решение:  ( ) 00cos2coscossin
2

0

2

0

=−−=−= 




xxdx . 

№ 2. Вычислить определённый интеграл:  −

r

dxxr
0

22 .  
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Решение: Сделаем замену переменного: 

trx sin= ,   tdtrdx cos= . 

Определим новые пределы интегрирования: 

0=x   при  0=t ,  rx =   при  
2

=t . 

Следовательно,  

 =−=−=−
2

0

2
2

0

2222

0

22 cossin1cossin



tdttrtdtrtrrdxxr

r

 

44

2sin

2
2cos

2

1

2

1
cos

22

0

2

0

22
2

0

22 rtt
rdttrtdtr




=







+=








+==  . 

Вычисленный интеграл с геометрической точки зрения представляет 

площадь 
4

1 круга, ограниченного окружностью 222 ryx =+  (рисунок 9 – на 

следующей странице). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 9 – Геометрический смысл полученного результата. 

 

 

3.8.3  Несобственные интегралы 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т.1 

гл.11, §§ 7];  [6, гл. 5, §§ 10]. Предметом рассмотрения в этой теме является 

выяснение геометрического смысла несобственного интеграла, его свойств 

и некоторых методов вычисления. 

Рассмотрим типичные задачи на указанные вопросы. 

№ 1. Вычислить несобственный интеграл: 
+

+
0

21 x

dx
 

Решение:  
2

limlim
1

lim
1

00

2

0

2


===

+
=

+ +→+→+→

+

 barctgxarctg
x

dx

x

dx

b

b

b

b

b
. 

 

 

3.8.4  Двойные интегралы 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т. 2, 
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гл. 14, §§ 1÷10];  [6, гл. 7, §§ 1÷5]. Предметом рассмотрения в этой теме 

является понятие двойного интеграла, его свойств и некоторых методов 

вычисления. 

№ 1. Вычислить двойной интеграл 
D

xydxdy , если область  D 

ограничена прямой  у = х – 4 и параболой  у2 = 2х. 

Решение:  Построив данные линии между точками их пересечения 

(2; –2)  и  (8; 4), получим параболический сегмент АОВ (рисунок 10 – на 

следующей странице). 

Если вначале интегрировать по х, а затем по у, то двойной интеграл 

по этой области выражается одним двукратным интегралом 

  
−

+

==
D

y

y

xdxydyxydxdyI

4

2

4

2
1 2

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 10 – Область интегрирования  D  данного интеграла 

Вычисляя двукратный интеграл, получим 

( ) 
−−−

+

=







−++=








−+==

4

2

5
23

4

2

4
2

4

2

4

2
1

2

4
168

2

1

4
4

2

1

2 2

dy
y

yyydy
y

yyydy
x

I

y

y

 

= 90
24

8
3

8

42

1
4

2

6
2

34

=







−++

−

y
y

yy
. 

 

 

3.8.5  Тройные интегралы 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т. 2, 

гл. 14, §§ 11÷15];  [6, гл. 7, §§ 6, 7]. Предметом рассмотрения в этой теме 

является понятие тройного интеграла, его свойств и некоторых методов 

вычисления. 

№ 1. Вычислить тройной интеграл  −−
G

yx

dxdydz

1
, если область  G 

ограничена плоскостями  х + у + z = 1,  х = 0,  у = 0,  z = 0. 

Решение:  Построив данные плоскости, получим, что ограниченная 

ими область G есть тетраэдр  ОABC  (рисунок 11).  
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Рисунок 11 – Область интегрирования данного тройного интеграла 

Применим формулу вычисления данного тройного интеграла с 

помощью обыкновенного интеграла с переменной  z и двойного интеграла 

с переменными  х  и  у.  Пределами однократного интеграла будут 

значения  z = zN = 0   и  z = zQ = 1 – х – у (из уравнения плоскости ABC); 

областью интегрирования двойного интеграла будет треугольник АВО 

(проекция тетраэдра на плоскость хОу), т.е. 


−−

−−
=

yx

ABO

dz
yx

dxdy
I

1

0
1

. 

Вычисляя внутренний однократный интеграл, а затем двойной 

интеграл, получим: 

( )
2

1

21

1

0
=


===

−−
= 

−− BOAO
Sdxdyz

yx

dxdy
I

ABO

ABO

yx

ABO

. 

 

 

3.8.6  Криволинейные интегралы 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т.2 

гл.15, §§ 1-15];  [6, гл. 7, §§ 8-10]. Предметом рассмотрения в этой теме 

является выяснение необходимости ввода понятия криволинейного 

интеграла, его свойств и некоторых методов вычисления. 

Рассмотрим решение типичных задач на указанные вопросы. 

№ 1. Вычислить криволинейный интеграл ( ) +−=
L

ydyxdxxyI 21  от 

точки А(1; 0) до точки В(0; 2): 

1) по прямой 22 =+ yх ; 

2) по дуге параболы 44 2 =+ yх ; 

3) по дуге эллипса tх cos= , ty sin2=  (рисунок 12). 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 12 – Линии, по которым вычисляется криволинейный 
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интеграл. 

Решение: 

1) для вычисления криволинейного интеграла преобразуем его в 

обыкновенный определённый интеграл, зависящий только от одной 

переменной х: 

xy 22 −=   и  dxdy 2−= ,  тогда интеграл 

( )  ( )( ) ( ) =−+−=−+−=−−+−−=

0

1

0

1

234232 121264222122 xxxxdxxxxdxxxdxxxI
B

A

x

x

 

2) в этом примере удобнее преобразовать криволинейный интеграл в 

обыкновенный определённый интеграл, зависящий только от одной 

переменной y: 

4
1

2y
х −=    и   dy

y
dх

2
−= , тогда интеграл 

 =







+−−+=








−+








−








−








−=

=

=

2

0

23452

0

2
22

2

3

228164
1

2
1

4
1 dy

yyyyy
ydy

y
dy

y
y

y
I

B

A

y

y

 

5

1

4

3

684096

2

0

23456

−=−−−+=
yyyyy

. 

3) для преобразования данного криволинейного интеграла в 

обыкновенный определённый интеграл, применим метод параметризации: 

tх cos= ,   dttdх sin−= ,   ty sin2= ,   dttdy cos2= ,   тогда интеграл 

( )( ) =+−−= 

=

=

2

0

2 cos2sin2cossin1sin2cos


B

A

t

t

dttttdttttI  

( ) ( ) ( ) =−+−=−+= 
2

0

2
2

0

2

0

3
2

0

23 sinsin2sincoscos4cossin2sinsincos4



tdtdtttdtdtttttt  

3

4
sin

3

2
coscos 2

0

34 =−−−=



ttt . 

Следующая задача – пример вычисления криволинейного интеграла 

по некоторой дуге в пространстве. 

№ 2. Даны точки А(3; -6; 0)  и  В(-2; 4; 5). Вычислить криволинейный 

интеграл  −+=
С

dzzxdyyzdxxyI 222  по дуге окружности, заданной 

уравнениями 45222 =++ zyх   и  02 =+ yх . 

Решение. Удобнее всего преобразовать уравнения окружности к 

параметрическому виду. Для этого положим  tx = , тогда  ty 2−= ,  
2545 tz −= , из чего 

dtdx = ,  dtdy 2−= ,  
2545

5

t

tdt
dz

−
−= ,  интеграл получим 
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( ) ( )( )( ) =














−
−−−−−−+−= 

−=

=

2

3
2

2222

545

5
545254522

B

A

t

t t

tdt
ttdtttdtttI  

( )
4

3
17317180

2

3

3 −=−= 
−

dttt . 

Следующая задача – пример вычисления криволинейного интеграла 

по замкнутому пути на плоскости: 

№ 3. Вычислить криволинейный интеграл ( )
−

+−=
l

dyyxxdxI 22  вдоль 

периметра треугольника с вершинами: А(-1; 0),  В(0; 2)  и  С(2; 0). 

Решение. Нетрудно видеть (рисунок 13 – на следующей странице), 

что путь интегрирования, состоящий из трёх отрезков, является 

замкнутым. Криволинейный интеграл, в этом случае, можно вычислить по 

ломаной АВСА как сумму интегралов, по всем трём отрезкам. 

С этой целью составим уравнения соответствующих прямых: 

АВ:  22 += xy  (вспомните, как в геометрии получают 

уравнение прямой, проходящей через две заданные точки). И тогда 

криволинейный интеграл на отрезке АВ преобразуется в обыкновенный 

определённый интеграл с переменной х: 

22 += xy ,  dtdy 2−= ,  ( ) ( ) 41418
0

1

2

0

1

−=+−=+−=
−

=

−=

 xdxx
B

A

x

xАВ

. 

 
Рисунок 13 – Путь  интегрирования. 

Аналогично вычисляем криволинейный интеграл на отрезках ВС  и 

СА 

yx −= 2 ,  dydx −= ,  ( )
( )

10
2

6
6

0

2

20

2

=
−

=−= 
=

=

y
dyy

C

B

y

yВC

; 

0=y ,  0=dy ,  32
1

2

2

1

2

−===
−

−=

=

 xdxx
A

C

x

xCA

. 

Со всего предыдущего следует: 

33104 =−+−=++= 
CABCABABCA

. 
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3.8.7 Поверхностные интегралы 

 

Самостоятельно рассмотрите данный вопрос, используя следующий 

теоретический материал, приведённый в источниках [4, т.2, гл.15, §§ 5-9];  

[6, гл. 7, §§ 11, 12]. Во время изучения обратите внимание на выяснение 

необходимости ввода понятия поверхностного интеграла, его свойств и 

некоторых методов вычисления. 

 

 

3.9  Дифференциальные уравнения  

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т.2 

гл.13, §§ 19];  [5, гл. 10, §§ 18]. Выясните, почему возникла 

необходимость составлять и решать дифференциальные уравнения, как 

производится постановка задачи, способы её решения. Познакомьтесь с 

основными определениями, относящимися к дифференциальным 

уравнениям. 

 

 

3.9.1  Уравнения с разделяющимися переменными 

 

Рассмотрим типичные задачи на эти уравнения. 

№ 1. Решить дифференциальное уравнение:  ( ) ( ) 011 =−++ dyxydxyx . 

Решение:  разделяя переменные, находим: 

0
11

=
−

+
+

dy
y

y
dx

x

x
,     01

1
1

1
=








−+








+ dy

y
dx

x
. 

Интегрируя, получаем: 

Cyyxx =−++ lnln  или   Cyxxy =−+ln , 

последнее соотношение представляет собой общий интеграл уравнения. 

 

 

3.9.2  Однородные уравнения 

 

№ 1. Решить дифференциальное уравнение:  
22 yx

xy

dx

dy

−
= . 

Решение:  Справа стоит однородная функция нулевого измерения. 

следовательно, имеем однородное уравнение. Делаем замену u
x

y
= , тогда 

uxy = ,   
dx

du
xu

dx

dy
+= , 
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21 u

u

dx

du
xu

−
=+ ,  

2

3

1 u

u

dx

du
x

−
= . 

Разделяя переменные, будем иметь: 

( )
x

dx

u

duu
=

−
3

21
,  

x

dx
du

uu
=








−

11
3

, 

отсюда, интегрируя, находим: 

Cxu
u

lnlnln
2

1
2

+=−−    или   Cxu
u

ln
2

1
2
=− . 

Подставляя 
x

y
u = , получим общий интеграл исходного уравнения: 

Cy
y

x
ln

2 2

2

=− . 

Получить  у  как явную функцию от  х, записанную с помощью 

элементарных функций, в данном случае невозможно. Но при этом легко 

выразить  х  через  у: 

Cyyx ln2−= . 

 

 

3.9.3  Уравнения, приводящиеся к линейным или однородным 

 

№ 1. Решить дифференциальное уравнение: 
1

3

−−

−+
=

yx

yx

dx

dy
 

Решение:  Чтобы преобразовать исходное уравнение в однородное 

дифференциальное, делаем hxx += 1 , kyy += 1 . Тогда 

1

3

11

11

1

1

−−+−

−+++
=

khyx

khyx

dx

dy
. 

Решая систему двух уравнений  





=−−

=−+

01

,03

kh

kh
, находим  





=

=

1

,2

k

h
. 

В результате получаем однородное уравнение: 

11

11

1

1

yx

yx

dx

dy

−

+
= , 

которое решаем подстановкой u
x

y
=

1

1 , тогда 

11 uxy = , 
1

1

1

1

dx

du
xu

dx

dy
+= ,   

u

u

dx

du
xu

−

+
=+

1

1

1

1 , 

т.е. получаем уравнение с разделяющимися переменными 

u

u

dx

du
x

−

+
=

1

1 2

1

1 . 

Разделяя переменные: 
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( )
( ) 1

1

21

1

x

dx
du

u

u
=

+

−
. 

Интегрируя находим, что 

( ) Cxuuarctg lnln1ln
2

1
1

2 +=+− , 

2

1 1ln uCxuarctg +=  

или 
uarctgeuCx =+ 2

1 1 . 

Производя обратную замену  
1

1

x

y
u = , получим: 

1

1

2

1

2

1

x

y
arctg

eyxC =+ . 

Окончательно, переходя к переменным  х  и  у, получаем: 

( ) ( ) 2

1
22

12 −

−

=−+− x

y
arctg

eyxC . 

№ 2. Решить дифференциальное уравнение: 33 yxxy
dx

dy
=+ . 

Решение:  Разделив все члены уравнения, называемого уравнением 

Бернулли,  на  3y , получим: 

323 xxy
dx

dy
y =+ −− . 

Введём новую функцию   2−= yz ,  тогда 

dx

dy
y

dx

dz 32 −−=  

Подставляя эти значения в уравнение выше, получим линейное: 

322 xxz
dx

dz
−=− . 

Найдём его общий интеграл: 

uvz = ,  v
dx

du

dx

dv
u

dx

dz
+= . 

Подставляя выражения  z  и  
dx

dz
 в полученное выше линейное, 

получим 

322 xxuvv
dx

du

dx

dv
u −=−+ , 

или  

322 xv
dx

du
xv

dx

dv
u −=+








− . 

Приравниваем нулю выражение, стоящее в скобках: 

02 =− xv
dx

dv
,   xdx

v

dv
2= , 

2ln xv = ,   
2xev = . 
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Для определения  u  получаем уравнение 

32
2

xe
dx

du x −=  

Разделяя переменные: 

dxxedu x 32

2 −−= ,  Cdxxeu x +−= 
− 32

2 . 

Интегрируя по частям, найдём: 

Cexeu xx ++= −− 22 2 , 
2

12 xCexuvz ++== . 

Следовательно, общий интеграл исходного уравнения есть: 
2

122 xCexy ++=− , или 
2

1

1

2 xCex

y

++

= . 

 

 

3.10  Векторные функции действительной переменной и 

функции комплексного переменного 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [4, т. 1, 

гл. IX, §§ 1÷2];  [6, гл. II, §§ 14÷15]. Ниже приведено решение задач, 

связанных с понятиями векторных функций скалярного аргумента, 

годографа вектора и его геометрическим смыслом, производной вектор-

функции, скорости и ускорения движения материальной точки. 

№ 1. Найти уравнения касательной прямой и нормальной плоскости 

к кривой:  х = у2, y = z2 в точке, где z = 2. 

Решение: Кривая определена как пересечение двух поверхностей. 

Преобразуем уравнения кривой к параметрическому виду. Полагая z = t, 

получим y = t2, x = t4. 

Далее определяем координаты точки касания: х = 16, у = 4, z = 2 и 

значения производных  zyx  ,,   в этой точке: 34tx = , ty 2= , 1=z ; ( ) 322 =x , 

( ) 42 =y , ( ) 12 =z . 

Подставляя в общие уравнения касательной к кривой и нормальной 

плоскости, получим уравнения касательной  

1

2

4

4

32

16 −
=

−
=

− zyx
 

и уравнение нормальной плоскости 

32(х – 16) + 4(y – 4) + z – 2 = 0   или   32х + 4y + z – 530 = 0. 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [3, гл.6, 

§§ 6.1÷6.8], [6, гл.10, § 14]. Познакомьтесь с основными понятиями теории 

функции комплексного переменного. Выясните, как вычисляется 

производная ф.к.п., в чём заключается смысл условий Даламбера-Эйлера, 

как вычисляются обратные функции, как интегрируются ф.к.п. (формула 

Коши, интеграл типа Коши). 

Рассмотрим типичные задачи на рассматриваемые темы. 
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№ 2. Найти модули и главные значения аргументов комплексных 

чисел: e
i− −3 4
. 

Решение: По определению, , при этом w e x= , Argw y= , 

тогда для  iew 43−−=   имеем  
3−= ew ,  4−=Argw , +−= 4arg w . 

№ 3. Вычислить   4Ln  (в комплексном виде). 

Решение:  По определению, ( ) kizLnLnz 2++= , ,...1,0 =k , в 

нашем случае комплексное число   4=z , тогда  4=z   и  0arg =z , 

следовательно, kiLnLn 244 +=   (k = 0, 1, 2, 3,..) 

№ 4. Доказать, что   chziz =cos . 

Решение:  
( ) ( )

  chzee
ee

iz zz

ziizii

=−=
+

= −

−

2

1

2
cos . 

№ 5. Проверить выполнение условий Даламбера-Эйлера для 

действительной и мнимой частей функции zw cos= . 

Решение: Выделим сначала действительную и мнимую части 

заданной функции. 

Пусть ( ) ( )yxivyxuwiyxz ,,, +=+= , тогда 

( ) yshxiychxiyxiyxiyxz −=−=+= sincossinsincoscoscoscos . 

Тем самым, 

( ) ( ) yshxyxvychxyxu −== sin,,cos, . 

Найдём необходимые частные производные от действительной и 

мнимой частей функции 

,cos,sin yshx
y

u
ychx

x

u
=




−=




 

ychx
y

v
yshx

x

v
−=




−=




sin,cos . 

Очевидно, что условия Даламбера-Эйлера выполняются 

( )yx
x

v

y

u

y

v

x

u
,, 




−=








=




. 

Замечание 1. Нетрудно убедиться, что частные производные первого 

порядка от функций  vu,   непрерывны для любых точек  x, y. Из этого 

следует, что функция  zw cos=   аналитична на всей комплексной 

плоскости. 

Замечание 2. В приведённом выше примере можно определить нули 

функции zw cos= , для чего приравняем 0 действительную и мнимую части: 





=

=

.0sin

,0cos

yshx

ychx
 

Тогда, т.к.  0ych   для Ry , то  0cos =x . Из второго уравнения при 

0y  получаем, что должно  0sin =x . При действительных  х  косинус и 



 

 39 

синус не обращаются в нуль одновременно, поэтому при  0y   система 

решений не имеет. Если же  0=y , то  0=ysh   и второе уравнение 

удовлетворяется при любых  х. Следовательно, нули функции  zcos   

расположены на действительной оси  х  и совпадают с нулями  xcos . 

№ 6. Доказать равенство  ( )Arcchz Ln z z= + −2 1 . 

Решение: Обозначим w Arcchz= , тогда 

( )
z chw

e ew w

= =
+ −

2
,   откуда  

e z ew w− + =−2 0 ,    или  

e e zw w2 2 1 0− + = .  

Отсюда  e z zw = + −2 1 , следовательно, ( )w Ln z z= + −2 1  

 

 

3.11  Ряды 

 

Рассмотрите соответствующий теоретический материал по [3, гл. 4, 

§§ 4.1÷4.4], [4, гл. 16, §§ 1÷14; гл. 17, §§ 1÷4], [6, гл. 9, § 1÷8]. 

Познакомьтесь с основными понятиями теории рядов: ряд, сумма ряда, 

сходимость и расходимость рядов, знакочередующиеся и знакопеременные 

ряды, функциональные, степенные ряды. Изучите признаки сходимости 

рядов. Рассмотрите вопросы интегрирования и дифференцирования рядов. 

Рассмотрим типичные задачи на рассматриваемые темы. 

№ 1. Исследовать по признаку сравнения сходимость ряда: 
+

=2 ln

1

n n
. 

Решение:  Нетрудно видеть, что каждый член ряда 
n

an
ln

1
=  больше 

соответствующего члена  nb  расходящегося гармонического ряда: 

nn

1

ln

1
  – из этого делаем вывод, что согласно признаку сравнения, 

исследуемый ряд также сходится. 

Следующий пример рассмотрим на применение признака Даламбера. 

№ 2. Исследовать по признаку Даламбера сходимость ряда: 
+

=1 5

!

n
n

n
. 

Решение:  Запишем  n-й член ряда: 
nn

n
a

5

!
= , далее  n+1-й член ряда: 

( )
11

5

!1
++

+
=

nn

n
a . Найдём, по признаку Даламбера, предел отношения  n+1-го 

члена ряда к  n-му: 

( )
+=

+
=



+
=

+→++→

+

+→ 5

1
lim

!5

5!1
limlim

1

1 n

n

n

a

a

nn

n

n
n

n

n
, 
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из чего делаем вывод, что заданный ряд является расходящимся. 

Далее рассмотрим пример на применение признака Коши. 

№ 3. Исследовать сходимость ряда (по Коши):  

..
12

..
5

2

3

1
2

+








+
++








+

n

n

n
. 

Решение:  Применим признак Коши: 

1
2

1

12
lim

12
limlim =

+
=









+
=

→→→ n

n

n

n
u

n

n

n

n

n
n

n
 – тем самым ряд сходится. 

В следующем примере применяется интегральный признак Коши. 

№ 4. Исследовать сходимость ряда (интегральный признак Коши) 


+

= +0 14

1

n n
. 

Решение:  Обозначим  n-й член ряда как функцию, зависящую от 

переменного  х: 

( )
14

1

+
=

x
xf , 

вычислим несобственный интеграл от ( )xf  для выяснения сходимости 

ряда: 

( ) ( ) ( ) =+=++=
+

=
+→

−

+→

++









00

2

1

00

142lim
4

1
1414lim

4

1

14

1
xxdxdx

x
dxxf  

( ) +=−+=
+→

114lim
2

1



 – тем самым исходный интеграл расходится. 

№ 5. Исследовать сходимость знакочередующегося ряда (если 

сходится, то абсолютно или условно): 
( )
( )

+

= +

−

1 1

1

n

n

nn
. 

Решение:  Применим теорему Лейбница: очевидно, что члены 

заданного знакочередующегося ряда убывают по абсолютной величине, 

стремясь к нулю:  ...
12

1

6

1

2

1
  и 

( )
0

1

1
lim =

++→ nnn
, следовательно, он 

сходится. 

Убедимся, далее, что ряд, составленный из абсолютных значений 

членов данного ряда, также сходится. Применим интегральный признак 

Коши: 

( ) ( )
2ln

1
lnlim

1
lim

1 111

=
+

=
+

=
+ +→+→

+








 x

x

xx

dx

xx

dx
. 

Таким образом, исходный ряд является абсолютно сходящимся. 
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4  Задания на контрольные работы 

 

Ниже приводятся тексты контрольных работ. Контрольные работы 

№ 1 и № 2 выполняются в осеннем семестре. При этом студенты МИППС 

в качестве контрольной работы № 1 в осеннем семестре выполняют 

задачи №№ 1-5 контрольной работы № 1 (осенний семестр) и №№ 1, 2, 5 

контрольной работы № 2 (осенний семестр) для студентов ЗФО (обычных). 

Контрольная работа № 1. (осенний семестр). 

Задача № 1. 

По координатам вершин пирамиды А1А2А3А4 найти: 

1) длину ребра А1А2; 

2) угол между ребрами А1А2 и А1А4; 

3) угол между ребром А1А4 и гранью А1А2А3; 

4) площадь грани А1А2А3; 

5) объем пирамиды; 

6) уравнение прямой А1А2; 

7) уравнение плоскости А1А2А3; 

8) уравнение высоты, опущенной из вершины А4 на грань А1А2А3. 

Варианты 

1.  А1(0, -2, -3), А2(1, 0, 3), А3(-1, -3, 2), А4(5, 2, -1). 

2.  А1(3, 2, 4), А2(2, 1, -2), А3(-3, -2, -1), А4(-4, 2, 0). 

3.  А1(-1, -2, 3), А2(2, 6, 2), А3(4, 1, -3), А4(2, 1, -1). 

4.  А1(4, 1, -2), А2(0, 2, -1), А3(3, -1, -5), А4(2, 2, 3). 

5.  А1(2, 1, 3), А2(6, 2, -1), А3(1, 2, 5), А4(2, 1, -2). 

6.  А1(-1, 3, 2), А2(2, 1, -1), А3(0, 1, 4), А4(3, -2, 5). 

7.  А1(3, -2, -1), А2(2, 4, -2), А3(1, 3, 2), А4(2, 4, 4). 

8.  А1(-2, 3, 1), А2(-1, -2, 0), А3(2, 1, 2), А4(3, 4, 1). 

9.  А1(-4, -2, 3), А2(-3, -4, 1), А3(3, 3, 1), А4(1, 1, 5). 

10.  А1(2, -1, -2), А2(2, 1, -1), А3(3, 4, 0), А4(5, 1, -3). 

11.  А1(2, 0, -2), А2(4, 1, 2), А3(1, 2, -1), А4(6, 1, -2). 

12.  А1(4, 2, -3), А2(3, 3, 3), А3(2, 5, -2), А4(7, 2, 3). 

13.  А1(-3, 1, 4), А2(-1, 2, 2), А3(1, 3, 5), А4(3, 2, 4). 

14.  А1(-4, 2, 1), А2(1, 3, 4), А3(2, -2, 3), А4(3, 3, -2). 

15.  А1(2, -5, 4), А2(2, 1, 2), А3(3, 2, -3), А4(-3, 2, 4). 

16.  А1(3, 1, -3), А2(-1, 2, 2), А3(5, -2, 1), А4(3, 2, 4). 

Задача № 2. 

По заданным уравнению прямой и координатам точки в 

пространстве составьте уравнение плоскости, проходящей через точку и 

содержащей указанную прямую: 

1.  )1,2,0(,
2

2

0

4

3

1
: A

zyx

−

−
=

+
=

−
       2.  )2,1,2(,

0

3

1

1

2
: −−

−
=

+
=

−
A

zyx
  
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3.  )3,5,1(,
2

1

20

2
: −

+
==

−
A

zyx
       4.  )2,1,1(,

13

3

5

4
: −−

−
=

−

+
=

+
A

zyx
  

5.  )1,2,2(,
0

4

5

3

0

7
: −

−
=

+
=

−
A

zyx
       6.  )2,4,3(,

3

1

1

5

1

4
: −−

−
=

−

+
=

−
A

zyx
  

7.  )3,2,5(,
0

5

0

1

3

2
: −

−
=

−
=

+
A

zyx
       8.  )3,2,1(,

2

3

0

4

0
: −−

−

−
=

+
= A

zyx
  

9.  )1,3,1(,
5

1

0

7

2

4
: A

zyx +
=

−
=

−
       10.  )2,3,6(,

01

1

3

7
: −=

−

−
=

−

+
A

zyx
  

11.  )1,2,3(,
1

7

5

2

1

3
: A

zyx

−

−
=

+
=

−
       12.  )2,3,1(,

1

1

42

4
: −−−

−
==

−

+
A

zyx
  

13.  )1,1,1(,
3

3

6

3

2

1
: −

+
=

−

+
=

−
A

zyx
       14.  )2,3,2(,

4

2

1

1

0

4
: −−

−
=

−

−
=

+
A

zyx
  

15.  )3,3,0(,
11

1

3

1
: −−

−
=

+
=

−

−
A

zyx
      16.  )0,1,1(,

0

4

2

2

2

2
: −−

−
=

−

+
=

−

−
A

zyx
  

Задача № 3. 

Доказать совместность данной системы линейных уравнений 

(используя теорему Кронекера-Капелли) и решить ее двумя способами: 1) 

методом Крамера; 2) средствами матричного исчисления: 

1.  








=++−

−=−+

−=−−

.253

,122

,3423

zyx

zyx

zyx

 2.  








−=+−

=−+−

−=+−

.533

,327

,43102

zyx

zyx

zyx

 3.  








−=−−−

=+−

=−+

.242

,42

,5274

zyx

zyx

zyx

 

4.  








−=−−−

=+−

−=+−

.42

,2233

,13

zyx

zyx

zyx

 5.  








=−−

=−−

=++

.463

,4232

,4447

zyx

zyx

zyx

 6.  








=−−

=++

=+−

.52

,22

,123

zyx

zyx

zyx

 

7.  








−=−−

=++−

=+−

.4

,523

,925

zyx

zyx

zyx

 8.  








=−−

=++

−=−+−

.153

,12652

,193

zyx

zyx

zyx

 9.  








=−−

−=++−

−=−+

.4552

,345

,3273

zyx

zyx

zyx

 

10.  








=++−

−=−+−

=+−

.0584

,325

,133

zyx

zyx

zyx

 11.  








=++

−=−−

=++

.525

,1257

,224

zyx

zyx

zyx

 12.  








−=+−

−=−+−

−=+−

.253

,22

,122

zyx

zyx

zyx

 

13.  








−=−−

=+−

=++

.13

,522

,124

zyx

zyx

zyx

  14.  








−=+−

−=+−−

−=−+

.132

,12

,122

zyx

zyx

zyx

 15.  








=+−

−=−+

−=−−

.72

,1232

,23

zyx

zyx

zyx

 

16.  








−=++

−=+−

=+−

.242

,223

,32

zyx

zyx

zyx

 

Задача № 4. 

Дана функция )(fr =  на отрезке  20  . Требуется: 1) построить 

график функции в полярной системе координат по точкам, давая   
значения через промежуток 8 , начиная от 0= ; 2) найти уравнение 
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полученной линии в прямоугольной декартовой системе координат, начало 

которой совпадает с полюсом, а положительная полуось абсцисс – с 

полярной осью, и по уравнению определить, какая это линия. 

1.  
cos1

2

−
=r . 2.  

cos23

3

−
=r . 3.  

cos32

2

−
=r . 4.  

sin21

3

+
=r . 

5.  
cos34

3

+
=r . 6.  

cos65

2

−
=r . 7.  

sin21

2

−
=r . 8.  

cos52

5

+
=r . 

9.  
cos31

4

−
=r . 10.

cos31

7

+
=r . 11.  

cos21

3

−
=r . 12.  

sin43

5

−
=r . 

13.  
sin34

3

−
=r . 14.  

sin65

1

−
=r . 15.  

sin43

3

−
=r . 16.  

cos31

5

−
=r . 

Задача № 5 

Найти указанные пределы (не пользуясь правилом Лопиталя). 

1. а) 
673

925
lim

24

4

+−

−−

→ xx

xx

x
;  б) 

295

273
lim

2

2

2 −−

+−

→ xx

xx

x
;   в) 

132

25
lim

1 −+

−+

−→ x

x

x
; 

 г) 
x

x

x 4

)1ln(
lim

0

+

→
;   д) ]ln)2)[ln(13(lim xxx

x
−−−

+→
. 

2. а) 
553

32
lim

2

2

+−

−+

→ xx

xx

x
;  б) 

6113

642
lim

2

2

3 ++

−+

−→ xx

xx

x
;  в) 

213

354
lim

1 −+

−+

→ x

x

x
; 

 г) 
20

3sin5
lim

x

xxtg

x→
;  д) ]ln)5)[ln(1(lim xxx

x
−+−

+→
. 

3. а) 
xxx

xx

x −+

+−

→ 25

35

33

72
lim ;  б) 

43

54
lim

2

2

1 −+

−+

→ xx

xx

x
;   в) 

13

325
lim

2 −+

−−

−→ x

x

x
; 

 г) 
x

x

x 3

2

0 cos1

sin
lim

−→
;   д) )]1ln()23)[ln(12(lim +−−−

+→
xxx

x
. 

4. а) 
15122

23
lim

2

2

+−

−+

→ xx

xx

x
;  б) 

6113

12
lim

2

2

3 +−

−+

→ xx

xx

x
;         в) 

x

x

x 15105

952
lim

1 −−

+−

−→
; 

 г) 
x

x

x cos1
lim

2

0 −→
;   д) )]2ln()32)[ln(32(lim −−−+

+→
xx

x
. 

5. а) 
232

33
lim

3

23

+−

−+

→ xx

xx

x
;  б) 

43

1683
lim

2

2

4 −+

−+

−→ xx

xx

x
;         в) 

123

2142
lim

5 −−

−−

→ x

x

x
; 

 г) 
x

x

x 4sin

3sin
lim

0→
;   д)  ]ln)2)[ln(12(lim xxx

x
−++

+→
. 

6. а) 
3

32

22

573
lim

xx

xx

x −+

+−

→
;  б) 

23

1
lim

2

3

1 ++

+

−→ xx

x

x
;   в) 

31

53
lim

4 −−

+−

→ x

x

x
; 

 г) 









−

→
xctg

xtg

x

4

2
lim

4


;  д) )]12ln()23)[ln(3(lim +−−−
+→

xxx
x

. 

7. а) 
4

42

223

321
lim

xx

xx

x +−

−−

→
;  б) 

254

6
lim

23

2

2 +++

−−

−→ xxx

xx

x
;           в) 

x

x

x −−

−−

−→ 32

974
lim

1
; 
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 г) ( )
2

1lim
1

x
tgx

x


−

→
;   д) )]14ln()34)[ln(2(lim −−++

+→
xxx

x
. 

8. а) 
325

12
lim

23

3

−+

+−

→ xx

xx

x
;  б) 

152

37
lim

2

23

3 −+

+−−

→ xx

xxx

x
;  в) 

x

x

x 333

564
lim

2 −−

−−

−→
; 

 г) ( )xxtg
x

seclim

2

−
→


;  д) )]32ln()13)[ln(12(lim −−+−
+→

xxx
x

. 

9. а) 
42

4

352

321
lim

xx

xx

x +−

−+

→
;  б) 

1252

43
lim

2

2

4 −−

−−

→ xx

xx

x
;   в) 

26

464
lim

2 −+

−−

−→ x

x

x
; 

 г) 
xx

x

x 3

2

0 coscos

11
lim

−

−−

→
;  д) ]ln)3)[ln(12(lim xxx

x
−−−

→
. 

10. а) 
2

2

235

5
lim

xx

xx

x −+

−

→
;  б) 

2

6
lim

23

3

2 +−+

+−

−→ xxx

xx

x
;  в) 

153

31
lim

2 −−

−−

→ x

x

x
; 

 г) 
x

x

x 10

5arcsin
lim

0→
;   д) ]3ln)1)[ln(32(lim xxx

x
−−+

+→
. 

11. а) 
23

35
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23

3

+−

−+
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xx

x
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254

353
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23
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1 +++

+++
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xxx

x
;  в) 

323
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lim

3 +−
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→ x

x

x
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 г) 
xarctgx
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x 23sin

3arcsin2
lim

0 



→
;  д)  ( )]43ln)5)[ln(32(lim −−++

+→
xxx

x
. 

12. а) 
3

32

7523

15425
lim

xx

xx

x ++

−−

→
;  б) 

273

4872
lim

2

23

2 +−

−+−

→ xx

xxx

x
;  в) 

312

451
lim

3 −+

−−

−→ x

x

x
; 

 г) 
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1

1sin
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2

2

1 −

−
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x

x
;   д) )]34ln()52)[ln(1(lim +−−−

+→
xxx

x
. 

13. а) 
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21
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xx

x −+

−−

→
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2353
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2 −+

−−+
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xxx

x
;       в) 

x

x
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→ 2
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4
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0
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. 

14. а) 
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4
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+−

−+
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x
;  б) 

41783

8225
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2
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x
;  в) 

x

x
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314
lim

5 −−

−−
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xxtg
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xxx
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x +−
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xx

x
;   в) 

x
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−→ 82
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x 3
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0 coscos
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16. а) 
2

2
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x ++

+

→
;  б) 
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25
lim
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2

5 ++
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−→ xx
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x
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x
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Контрольная работа № 2. (осенний семестр). 

Задача № 1 

Указываются функция и два значения аргумента х. Требуется: 

1) найти предел функции при приближении к каждому из заданных 

значений х слева и справа; 

2) установить, является ли данная функция непрерывной или 

разрывной для каждого из данных значений х; 

3) сделать схематический чертеж. 

1. .5;1;5 21
5

1

=== − xxy x   2. .1;0;3 21
1

1

=== − xxy x  

3. .3;2;2 21
3

1

=== − xxy x   4. .7;5;4 21
7

1

=== − xxy x  

5. .0;1;9 21
1

1

=−== −− xxy x   6. .0;2;3 21
2

1

=−== + xxy x  

7.  .2;3;7 21
3

1

−=−== + xxy x   8. .2;1;8 21
1

1

=−== −− xxy x  

В следующих задачах функция задается различными 

аналитическими выражениями для различных областей изменения 

независимой переменной. Требуется: 

1) найти точки разрыва функции, если они существуют; 

2) найти скачек функции в каждой точке разрыва; 

3) сделать схематический чертеж. 

9.  








+

−+

−−

=

.1если,23

;12если,3
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



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

+

−+

−−
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;21если,)1(
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2

xx
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xx
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11.  








+−

−−

−−−

=

.3если,32

;32если,4

;2если,2

2

xx

xx

xx

y   12.  








−

−−−

−−

=

.3если,7

;31если,)1(

;1если,

2

xx

xx

xx

y  

13.










−+

−+−

=

.1если,3

;11если,)1(

;1если),1(3

3

xx

xx

xx

y    14.  








−

−−−

−−

=

.2если,52

;22если,)1(

;2если,2

2

xx

xx

xx

y  

15.








−

−

−−

=

.3если,13

;31если,)1(

;1если),2(2

3

xx

xx

xx

y    16.  










−−

−−

=

.2если,2

;21если,)1(

;1если,3

2

xx

xx

xx

y  

Задача № 2 

Найти производные 
dx

dy
. 

1. а) 32

2
5

6

1
xx

x
y −= ; б) )12(arcsin 22

3 −= xy ;     в) xxtgy 3sin2 25 = ; 

г) ( ) 5)12( +−= xxсtgy ;  д) 03 2234 =++ yxxyyx . 
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2. а) 3

2

2 31

1

1 x

x

x

x
y

−

−

+
= ;      б) 

2

127
ln

23

3 4

+−

−++
=

xx

xxx
y ;    в) ( )

2

3

1

24 32
x

xexctgy
−

−+= ; 

 г) ( ) 132 12arcsin
+

−=
x

xy ;  д) 1
3

1

3

1 22

=
+

+
− yx

. 

3. а) 5

32

xx

xx
y

−

+
= ;  б) 

2

5
3

5 −
=

x
arctgxy ;    в) xexy 2sin2 3−= ; 

 г) ( ) xxarcctgy 5arcsin3 )32( −= ; д) 15

3

4

5

4

3

=+ yxy . 

4. а) 3
2

5

23

2

53

3

1

3

−

+

++

−
=

x

x

xx

x
y ; б) 23 3

)2( +−−= xexarcctgxy ;  

 в) 







+

−
= x

x
y 3sin

2

2
arcsinln 4

3

; г) 

1
3

2

3

1
++








 +
=

xx

x
arctgy ; 

 д) 0)3()( 32232 =++++ yxyxyx . 

5. а) 
2

3

2 32

31

1

3

x

x

x

x
y

+

−

−

+
= ; б) )32(arccos41 2

−= −− xey xx ;       в) )1(ln 3 453 ++= xxy ; 

 г) xxy 2cos3 2

)3(sin= ;   д) 0arccosarcsin 222 =+++ xyxxyyx . 

6. а) 
( )23sin1

1

1

23
23

+−

+


+

−
=

x

xtg

x

x
y ; б) ( )12

2

3

3

1 −

−

−
=

x

x

e

ex
y ;    в) xxarcctgxy 4arcsin3 42 += ; 

 г) xxarctgy
2cos2 )(= ;   д) yxyxxy 25432 lnlnln =− . 

7. а) 

3

2

2
2

1

1















−

+
+=

x

x
xy ;       б) xey

3arccos

1
−

= ;       в) 
x

x
arctg

y
3

2

arcsin1

2

1

ln
−

+

= ; 

г) xxarcctgy 2arccos3 2

)(= ;  д) 0)1)(1(3)1()1( 3232 =++−+++ yxyxyyx . 

8. а) 
423

23

)1()1(

132

++

−−+
=

xx

xxx
y ;       б) 5 343 )2cos( xxy += ;      в) xexctgy

3arcsin4 )1( += ; 

 г) 125 2

)3(arccos −+= xxxy ;   д) 0)1(ln)1(ln 232232 =+++ xyyx . 

9. а) 
3 4 35 xxxy −= ;       б) xxy

5sin5= ;       в) xctgxarcctgxy 223 ln3 −= ; 

 г) 
5

)5(sin 2 xxy = ;    д) 0)( 25323 =−+− yxxyyx . 

10. а) 
( )

4
22 3sin2

13arcsin

xx

xx
y

+

−+
= ;    б) xarcctgey

xx

33

12 ++

= ;      в) ( )12sin 22 += xxarctgy ; 

г) ( ) xxxy
3ln3 )1(arccos +−= ;   д) 0)( 332422 =−−−− xyyxyxyxxy . 

11. а) 
3

2

3

2

2

3

1 xx

xx

x

x
y

+

−

+
= ;       б) )32(cos41 2

+= − xey x ;      в) )1( 3 532 ++= xxtgy ; 

 г) 
22sin2 )( xxarctgy = ;    д) 0arccossin 232323 =+++ yxxxyyx . 

12. а) 
( )13sin11

1
3

3

−−

+


+
=

x

xtgx

x
y ; б) 

( )
( )12

2

3

1
−+

+
=

x

x

ex

ex
y ;      в) xxxy 4cos3sin 43 += ; 

 г) xctgxy
2

)(arcsin3= ;    д) 
323253 sinln yctgxyxxy =− . 
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13. а) 

3

3
3

4
5

3

2















+

−
+=

x

x
xy ;      б) x

x

ey
2cos

1+
−

= ;       в) 
xx

x

y
2

2

arccos

2

1
cos

sin
−

−

= ; 

г) xarctgxy
2

)(arcsin2= ;   д) 03)1()1( 233232 =−+++ yxxyyx . 

14. а) 
423

3

)1(

13

+

−+
=

xx

xx
y ;      б) 3 232 )sin( xxy += ;      в) xexxy

3sin3 )cos( += ; 

 г) ( )1sin3 2

)(cos +−= xxxy ;   д) 0)1(ln 32323 =−+ xyytgx . 

15. а) 
5 3 323 1+−= xxxy ;       б) ( )1sin 22

2 += xxy ;        в) xtgxxy 332 lnsin −= ; 

 г) 
25

)2(arcsin3 xxxy −= ;    д) 0)( 34235 =−+− yxxyyx . 

16. а) 
( )

3
3

22

sin

13sin

xx

xx
y

+

−+
= ;     б) xctgey x

x

21

2

+= ;       в) ( )12sin 223 += xxctgy ; 

г) ( ) xtgxxy
2

)13(cos 2 −−= ;   д) 0)( 32423223 =−−−− xyxyyxyxxy . 

Задача № 3 

Найти 
dx

dy
 и 

2

2

dx

yd
. 

1. 






+=

−=

ttx

tty

cosln

,sinln

22

22

.  2. 






+=

=

ttx

ty

4sin

,sin

2

2

.  3. 









−=

=

ttx

ty

4sin
4

1

,cos

2

2

. 

4. 






−+=

+−=

32

,23

3

34

ttx

tty
.  5. 










−−=

−=

2
3

1

2

1

,
1

3

34

2

3

ttx

t

t
y

. 6. 




+=

=

)1arcsin(

,2

2tx

tarctgy
. 

7. 






−+=

−=

2

,3

34

2

ttx

tty
.  8. 









=

=

tgtx

t
y ,

sin

1
2 .  9. 










+

+
=

−
=

2

2

3

1

1

,
1

t

t
x

t

t
y

. 

10. 






=

=

tx

ty

3cos3

,3sin

2

4

.  11. 










+−=

+=

2
3

1

4

1

,
1

5

34

3

5

ttx

t

t
y

. 12. 






+=

=

)2(

,

24

3

tarctgx

tarcctgy
. 

13. 






++=

+−=

1

,5

25

37

ttx

ttty
.  14. 









=

=

tx

t
y

3

4

cos

,
cos

1

.  15. 












+
=

−+

−
=

3

2

2

3

2

2

,
5

1

t

t
x

tt

t
y

. 

16. 










=

=

tx

ty

2cos
3

2

,5sin
4

1

3

4

. 

Задача № 4 

Найти наибольшее и наименьшее значение функции на отрезке. 
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1.   2;1;
4

1
4

4

−
+

−
=

x

x
y .    2.   11;;23 −−= xxy . 

3.   
2

;0;sin2 xxy −= .    4.  







−=

2

3
;0;2sincos2


xxy . 

5.   3;1;24 3 −−= xxy .    6.   3;1;
33

2

−
+

+
=

x

xx
y . 

7.  







−=

2

3
;0;3cossin3


xxy .   8.   31;;
1

3
4

2

−
+

−
=

x

x
y . 

9.  ( )  22;;)1(2 3 2 −−+= xxy .   10.  22;);1( 2 −−= xxy . 

11.   2;2;3 23 −+= xxy .    12.   3;2;
42

−
+

=
x

x
y . 

13.  







−=

2

3
;0;2coscos2


xxy .   14.   23;;2 3 −−= xxy . 

15.   23;;)1(
5

1
3 2 −+

+
= x

x
y .   16. 








−−=

2
;

2
;sin3 

xxy . 

Задача № 5 

Требуется исследовать функцию методами дифференциального 

исчисления и начертить ее график. 

1. 
12 +

=
x

x
y .     2. 

21

1

x
y

−
= .  3. 

12 −
=

x

x
y .  4. 

12

2

−
=

x

x
y . 

5. ( )32 1−= xy .    6. ( )322 132 −= xxy . 7. 
24

1
x

x
y += . 8. 

2

2 1

x
xy += . 

9. 
( )21

12

−

−
=

x

x
y .    10. 

2

3

3 x

x
y

−
= .  11. 

( )2
3

12 +
=

x

x
y . 12. 

( )
( )2

2

1

1

+

−
=

x

x
y . 

13. ( ) 31 xxy =− .    14. 
xe

x
y = .   15. 2

2

xe

x
y = .  16. 

x

x
xy

ln
+= . 

Контрольные работы № 3 и № 4 выполняются в весеннем семестре. 

При этом студенты МИППС в качестве контрольной работы № 2 в 

весеннем семестре выполняют задачи №№ 1, 4, 5 контрольной работы № 3 

(весенний семестр) и №№ 1-3 контрольной работы № 4 (весенний семестр) 

для студентов ЗФО (обычных). В номерах заданий контрольной   работы 

№ 4 указано, студенты каких направлений выполняют соответствующее 

задание. 

Контрольная работа № 3. (весенний семестр). 

Вариант 1 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

   А(-2, 1),  jia


32 += . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 
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дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   параболами:    2xy =   и  
28 xy −= . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   


1

4x

dx
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 2 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

   А(1, 2),  jia


2+−= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   осью абсцисс, прямыми 

х = 3,  х = 6 и параболой: 
2

)(
2xxf = . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
( )

dx
x

x



+

1

2 1ln
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 3 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(2, 2),  jia


23 +−= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   осями координат, 
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прямой  х = 3 и параболой: 1)( 2 += xxf . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
−

1

0
21 x

dx
. 

 

Задание № 5 

Найти частное решение дифференциального уравнения, 

удовлетворяющее начальным условиям:  

Вариант 4 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(-2, 1),  jia


23 −= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   осью ординат, 

кубической параболой 3xy =  и прямой y = 8. Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   


1 x

dx
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:  . 

Вариант 5 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(0, 2),  jia


−−= 4 . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   осью абсцисс, прямыми  

х = 3,  х = 5 и параболой:  54)( 2 +−= xxxf . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 
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несобственный интеграл:   
−

2

1 1x

xdx
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 6 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(3, -1),  jia


2−= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   параболами: 2xy =   и  

xy = . 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:    +−

2

0

2 34xx

dx
. Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 7 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(1, -2),  jia


52 −= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   линиями:  xxxf −= 3)(   и  

1)( 4 −= xxf . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   


−
+1

2
2x

xdx
. 

Задание № 5 
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Найти частное решение дифференциального уравнения, 

удовлетворяющее начальным условиям:    

Вариант 8 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(-3, 1),  jia


22 +−= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   осью абсцисс, прямыми  

х = 1,  х = 3 и линией: 2)( += xexf . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
( )



e xx

dx
23

ln
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 9 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(1, -1),  jia


2+= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   параболами: 

32)( 2 −−= xxxf   и  36)( 2 −+−= xxxf . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   


−
++ 222 xx

dx
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 10 

Задание № 1 
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Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(-1, -1),  jia


4−= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   осью абсцисс, прямыми  

х = 3,  х = 5 и параболой: 54)( 2 +−= xxxf . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   


−

0

dxex x

. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 11 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(3, 2),  jia


53 −= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   сегментом, отсекаемым 

прямой  32 += xy  от параболы  2)( xxf = . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:    +−

2

0

2 34xx

dx
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 12 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(1, 1),  jia


−= 2 . 

Задание № 2 
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Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   параболами:  2

4
1 xy =   и  

2
3

2xy −= . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
−

2

1 1x

xdx
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 13 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(-2, -1),  jia


4−= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   осями координат, 

параболой 22)( 2 +−= xxxf  и касательной к ней в точке (3, 5). Выполнить 

чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
e

xx

dx

1 ln
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 14 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(3, 2),  jia


35 −= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 
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Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   кубической параболой 
3xy =  и прямой y = x. Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
е

xx

dx
1

0

2ln
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 15 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(-2, 3),  jia


−= 3 . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   параболами:  2

4
1 xy =   и  

2
3

2xy −= . Выполнить чертёж фигуры. 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
2

1
ln xx

dx
. 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

Вариант 16 

Задание № 1 

Дана функция  z = z(x,y), точка  А(xo, yo). Требуется найти 1)  grad z  в 

точке  А;  2) производную в точке  А  по направлению вектора  a

: 

  А(-3, -1),  jia


3+= . 

Задание № 2 

Вычислить неопределённый интеграл, результат проверить 

дифференцированием:  . 

Задание № 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной   параболами:    2xy =   и  
28 xy −= . Выполнить чертёж фигуры. 



 

 56 

Задание № 4 

Вычислить (или показать его сходимость или расходимость) 

несобственный интеграл:   
1

0

ln xdxx . 

Задание № 5 

Найти общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка:   . 

 

Контрольная работа № 4. (весенний семестр). 

Вариант 1 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:    

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл  где область D ограничена 

прямыми:   x = 2,   y = х,   х = 2у. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по линии: 

y = 2x   между точками О(0; 0), A(1; 2). 

Вариант 2 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:    

Задание № 3    

Вычислить тройной интеграл  где G – призма, 

ограниченная плоскостями х = 0, у = 0, z = 0, x + y = 2. Данное тело и его 

проекцию на плоскость хОу изобразить на чертеже. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  вдоль периметра 
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прямоугольника, образованного прямыми  х = 0, у = 0, х = 1, у = 2. 

Вариант 3 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          

Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:    

Задание № 3    

Вычислить тройной интеграл  где G – параллелепипед, 

ограниченный плоскостями  

Данное тело и его проекцию на плоскость хОу изобразить на чертеже. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по линии: 

   между точками О(0; 0), A(1; 2). 

Вариант 4 

Задание № 1    

Найти решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения третьего порядка,: 

 
Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:   










+=

+=

.yx
dt

dy

,yx
dt

dx

24

64

 

Задание № 3   

Вычислить двойной интеграл по
 

области D ограниченной 

указанными линиями:  . 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по отрезку 

прямой  OC  между точками O(0; 0; 0), C(1; 1; 1). 

Вариант 5 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    
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Решить систему дифференциальных уравнений:   










−=

+−=

.84

,57

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл 
 
если область D ограничена 

прямой у = х – 4 и параболой   . 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по линии: 

   между точками О(0; 0), A(1; 2). 

Вариант 6 

Задание № 1    

Найти решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка:   . 

Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:   










+=

−=

.82

,23

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл 
 

по
 

области, 

ограниченной треугольником с вершинами (1; 3), (-1; -1), (2; -4).  

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по отрезку прямой  

х – 2у = 4  между точками A(0; -2), B(4; 0), 

Вариант 7 

Задание № 1    

Найти решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка:   . 

Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:   










−−=

−−=

.37

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл 
 

если область D эллипс   

.  

Задание № 4     
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Вычислить криволинейный интеграл  по ломаной 

ОABC. Точки  O(0; 0; 0), A(1; 0; 0), B(1; 1; 0), C(1; 1; 1).  

Вариант 8 

Задание № 1    

Найти решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: 

 
Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:    

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл  где область D – 

треугольник, ограниченный прямыми:   x = a, y = 0, y = х. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по 

любой линии, соединяющей точки   
 

 

Вариант 9 

Задание № 1    

Найти решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: 

 
Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:    

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл  где область D – 

треугольник, ограниченный прямыми:   x = 0, y = 0, x + y = 3. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по 

эллипсу    

Вариант 10 

Задание № 1    

Найти решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: 

  
Задание № 2    
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Решить систему дифференциальных уравнений:    

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл по
 

области D ограниченной 

указанными линиями:  . 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по 

любой линии, соединяющей точки  А(0; 2), В(l; 2). 

Вариант 11 

Задание № 1    

Найти решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: 

 
Задание № 2    

Решить систему дифференциальных уравнений:   










+=

+=

.yx
dt

dy

,yx
dt

dx

24

64

 

Задание № 3    

Вычислить тройной интеграл  где G – параллелепипед, 

ограниченный плоскостями  

Данное тело и его проекцию на плоскость хОу изобразить на чертеже. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл , где L – отрезок прямой  

  заключённый между точками O(0; -2), В(4; 0). 

Вариант 12 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    

Решить систему диф. уравнений:    

Задание № 3    

Вычислить тройной интеграл  где G – куб, 

ограниченный плоскостями . Данное тело и его 

проекцию на плоскость хОу изобразить на чертеже. 
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Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  по отрезку прямой  

х – 2у = 4  между точками A(0; -2), B(4; 0). 

Вариант 13 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    

Решить систему диф. уравнений:   










+=

+−=

.3

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Задание № 3    

Найти объем тела, ограниченного поверхностями: цилиндром 

 и сферой  . Данное тело и его проекцию на 

плоскость хОу изобразить на чертеже. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл , где L – контур 

четырёхугольника с вершинами (указанными в порядке обхода) в точках 

А(0; 0), В(2; 0), C(4; 4), D(0,4). 

Вариант 14 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    

Решить систему диф. уравнений:   










−−=

−−=

.33

,85

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл по
 

области D ограниченной 

указанными линиями:  . 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл 
L

dsy2 , где L – первая арка 

циклоиды  ( )ttax sin−=  и ( )tay cos1−= . 

Вариант 15 

Задание № 1    
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Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    

Решить систему диф. уравнений:   










−−=

−−=

.32

,45

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл  где область D ограничена 

прямыми:   x = 2,   y = х,   х = 2у. 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  между 

точками Е(-1; 0), Н(0; 1)по дуге астроиды   

Вариант 16 

Задание № 1    

Найти частное решение дифференциального уравнения второго 

порядка, удовлетворяющее начальным условиям: 

          
Задание № 2    

Решить систему диф. уравнений:   










−−=

−−=

.24

,42

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Задание № 3    

Вычислить двойной интеграл по
 

области D ограниченной 

указанными линиями:  . 

Задание № 4     

Вычислить криволинейный интеграл  от точки 

А(1; 0) до точки В(0; 2) по дуге  эллипса . 

 

Контрольная работа № 5 выполняется студентами ЗФО в 3-м 

семестре 2-го года обучения (осенний семестр). В каждом задании 

указывается для студентов каких направлений предназначено это задание. 

Студенты МИППС в качестве контрольной работы № 3 выполняют те же 

задания, что и обычные студенты ЗФО своего направления. 

 

Контрольная работа № 5. (весенний семестр). 

Вариант 1 
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Задание № 1    

Вычислить криволинейный интеграл  по линии: 

y = 2x   между точками О(0; 0), A(1; 2). 

Задание № 2    

Вычислить криволинейный интеграл  +
L

xydydxy 22 , по окружности 

tax cos= , tay sin= . 

Задание № 3    

Вычислить поток векторного поля F : 

kzyxjzyizxF )22()2()2( +−+−+−=  через плоскость треугольника , 

вырезанного из плоскости (p): 0222 =−++− zyx  координатными 

плоскостями, в том направлении нормали к плоскости, которая образует с 

осью Оz острый угол. 

Задание № 4    

Пользуясь признаком Даламбера, выяснить сходится или нет ряд 

..
2

sin..
4

sin4
2

sin 2 ++++
n

n


 

Задание № 5    

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6    

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 










−

−
+

−

=

.10при)1(
3

1

,01при
3

1

)(

xx

x
x

xf  

Задание № 7    

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzizw =−= 0

2 ,2  

Задание № 8    

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xxFxxf cos)(,3)( == . 

Задание № 9    

В трёх коробках лежит по 16 шариков различного цвета. Количество 
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красных шариков в коробках соответственно по 16, 12, 8. Из наудачу 

выбранной коробки извлекается красный шарик, который затем 

возвращается в ту же коробку и вторично из этой же коробки извлекается 

шарик, который также красный. Найти вероятность того, что красный 

шарик извлекался из второй коробки. 

Задание № 10    

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

1 2 3 2,3 5,9 ---,  ---,  --- 

Задание № 11    

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 
n 1 2 3 4 5 6 

X 2.50 2.40 2.45 2.53 2.38 3.98 

Задание № 12    

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 
X 0 1 2 4 5 6 7 

Y 1.5 2 2 3.0 3.5 3.5 4.5 

Вариант 2 

Задание № 1    

Вычислить криволинейный интеграл  вдоль периметра 

прямоугольника, образованного прямыми  х = 0, у = 0, х = 1, у = 2. 

Задание № 2    

Вычислить криволинейный интеграл  −
L

xdyydx , по дуге эллипса 

tax cos= , tby sin= . 

Задание № 3    

Вычислить поток векторного поля F : kzxjxyizxF )2()()2( ++−+−=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 
0222 =−+− zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали 

к плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4    

Пользуясь признаком сравнения, выяснить сходится или нет ряд 

..
2

sin..
4

sin
2

sin ++++
n


 

Задание № 5    
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Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6    

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 





−

−
=

.xx

,x
)x(f

10при1

01при1

 
Задание № 7    

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzw =+= 0

2 ,)1(  

Задание № 8    

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          0)(,cos)( vxFxxf == . 

Задание № 9    

Среди 25 экзаменационных билетов пять „хороших". Три студента 

по очереди берут по одному билету. Найдите вероятности следующих 

событий: А – третий студент взял „хороший" билет; В – все три студента 

взяли „хороший" билет. 

Задание № 10    

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

2 2,3 2,9 2,51 6,436 ---,  ---,  --- 

Задание № 11    

Оценить доверительный интервал Х0  по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 3.60 3.45 3.50 3.54 3.40 5.45 

Задание № 12    

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 

X 0.5 1.5 2.5 3.0 4.5 6.0 7.0 
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Y 0 1.0 1 2.5 3.0 3.5 6.0 

Вариант 3 

Задание № 1    

Вычислить криволинейный интеграл  по линии: 

   между точками О(0; 0), A(1; 2). 

Задание № 2    

Вычислить криволинейный интеграл  +

+

L
yx

xdyydx
22

, по прямой xy =  от 

1=x  до 2=x . 

Задание № 3    

Вычислить поток векторного поля F : kzyjzyxizF )23()(4 ++−−+=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 

044 =−++ zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали к 

плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4    

Пользуясь радикальным признаком Коши, выяснить сходится или 

нет ряд   +++ ..
2

1
arcsin1arcsin 2 ..

1
arcsin ++

n

n
 

Задание № 5    

Определить интервал сходимости ряда:  

Задание № 6    

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 







−+
=

.x

,xx
)x(f

10при1

01при1

 
Задание № 7    

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     
3

, 0

2 i
zew z 

== −  

Задание № 8    

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xxFxxxf cos)(,2)( 2 =−= . 

Задание № 9    

Физическая величина многократно измеряется. Вероятность того, 
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что при считывании показаний прибора допущена ошибка, равна   p. Найти 

наименьшее число измерений, которое необходимо произвести, чтобы с 

вероятностью P>a можно было ожидать, что хотя бы один результат 

измерений окажется неверным. 

Задание № 10    

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

--- --- 4,7 3,47 13,171 ---;  0,3;  0,4 

Задание № 11    

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 3.65 3.55 5.02 3.76 3.40 3.68 

Задание № 12    

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 

X 1 2 3 4 5 6 7 

Y 4 3 3.5 2 2.5 2 1.5 

Вариант 4 

Задание № 1    

Вычислить криволинейный интеграл  по отрезку 

прямой  OC  между точками O(0; 0; 0), C(1; 1; 1). 

Задание № 2    

Вычислить криволинейный интеграл  −
L

ydxxdy , по дуге астроиды 

tax 3cos= , tay 3sin= . 

Задание № 3    

Вычислить поток векторного поля F : kzyjzyxizF )3()(4 ++−−+=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 
022 =−++ zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали к 

плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4    

Пользуясь интегральным признаком Коши, выяснить сходится или 

нет ряд   +++ ..
3ln3

1

2ln2

1
22 ( ) ( )

..
1ln1

1
2

+
++

+
nn  

Задание № 5    
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Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6    

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 

.xx)x(f 20при1 −=
 

Задание № 7    

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzzw −=−= 1,2 0

2  

Задание № 8    

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          wxxFxxxf =−= )(,2)( 2 . 

Задание № 9    

Из шести карточек с буквами „Л", „И", „Т", „Е", „Р", „А" выбирают 

наугад в определенном порядке четыре. Найдите вероятность того, что при 

этом получится слово „ТИРЕ". 

Задание № 10    

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

1,5 2 2,2 1,99 4,028 ---,  ---,  --- 

Задание № 11    

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 6.50 6.45 8.96 6.87 6.75 6.23 

Задание № 12    

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 

X 0 2 3 5 6 6 7 

Y 5 4 2.5 2.5 2 1 1.3 

Вариант 5 

Задание № 1    
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Вычислить криволинейный интеграл  по линии: 

   между точками О(0; 0), A(1; 2). 

Задание № 2    

Вычислить криволинейный интеграл  −
L

ydxxdy , по петле декартова 

листа 
31

3

t

at
x

+
= , 3

2

1

3

t

at
x

+
= . 

Задание № 3    

Вычислить поток векторного поля F : kzyjzxixzF )()3()2( ++−++=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 

06423 =−++− zyx  координатными плоскостями, в том направлении 

нормали к плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4 

Выяснить сходится или расходится ряд, если сходится, то абсолютно 

или условно:   ( )
n

n n

2
1..

4

8

2

1 3
1+

−++− . 

Задание № 5    

Определить интервал сходимости ряда:  

Задание № 6    

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 
).x(f)x(f,xx)x(f =+−−= 211при1

 
Задание № 7    

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     == 0, zew iz  

Задание № 8    

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xexFxxf 22 )(,)1()( =−= . 

Задание № 9    

В шкафу находятся 10 пар ботинок. Из них наугад выбирают четыре 

ботинка. Найдите вероятность того, что среди выбранных ботинок 

отсутствуют парные. 

Задание № 10 

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 
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соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

2 3 5 4,92 25,26 ---,  ---,  --- 

Задание № 11 

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,90. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 5.50 3.21 5.05 5.32 5.87 5.45 

Задание № 12    

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 

X 1 2 3.2 3.9 5.1 6.2 6.9 

Y 1.8 2.9 3.1 3.8 3.6 3.3 3.1 

Вариант 6 

Задание № 1    

Вычислить криволинейный интеграл  по отрезку прямой  

х – 2у = 4  между точками A(0; -2), B(4; 0), 

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл  −
L

ydxxdy , по кривой 

( )ttax sin−= , ( )tay cos1−= , 20  t . 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzjzxixzF 3)2()2( +++−=  через 

плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 042 =−++− zyx  

координатными плоскостями, в том направлении нормали к плоскости, 

которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь интегральным признаком Коши, выяснить сходится или 

нет ряд   ++








+

+
+









+

+
..

21

21

11

11
2

2

2

2
..

1

1
2

2
+









+

+
+

n

n
 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 
).x(f)x(f,xx)x(f =+−= 422при

 
Задание № 7     
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Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izizzw −=+= 0

2 ,2  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xxFxxf sin)(,2)( 2 == . 

Задание № 9     

Есть 3 завода, производящих одну и ту же продукцию. При этом 1-й 

завод производит 25%, 2-й завод – 35% и 3-й завод – 40% всей 

производимой продукции. Брак составляет 5% от продукции 1-го завода, 

3% от продукции 2-го и 4% от продукции 3-го завода. Вся продукция 

смешивается и поступает в продажу. Найти а) вероятность купить 

бракованное изделие; б) условную вероятность того, что купленное 

изделие изготовлено 1-м заводом, если это изделие бракованное. 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

1 --- --- 1,495 2,382 0,3;  ---;  0,29 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,90. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 2.86 2.70 2.45 4.91 2.55 2.64 

Задание № 12     

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 

X 0.5 1.0 2.3 3.0 4.1 5.0 6 

Y 0.6 1.2 1.9 2.8 3.4 4.5 5 

Вариант 7 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл  по ломаной 
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ОABC. Точки  O(0; 0; 0), A(1; 0; 0), B(1; 1; 0), C(1; 1; 1).  

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл  −
L

yx

ds
, L – отрезок прямой 

2
2

1 −= xy  от ( )2,0 −A  до ( )0,4B . 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzyjzizyxF )7(2)( −++++=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 

06223 =−+− zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали 

к плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь радикальным признаком Коши, выяснить сходится или 

нет ряд   ( )
..

1ln

1
..

3ln

1

2ln

1
2

+
+

+++
nn  

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 

















−

−−−
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,x

)x(f
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2

1
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1
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1
при0

2

1
1при1

 
Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzzw −=−= 0

3 ,  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xxFexf x sin)(,)( == − . 

Задание № 9     

В лифт семиэтажного дома на первом этаже вошли три человека. 

Каждый из них случайным образом может выйти на любом из этажей, 
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начиная со второго. Найдите вероятности следующих событий: А – все 

пассажиры выйдут на четвертом этаже; В – все пассажиры выйдут на 

одном и том же этаже; С – все пассажиры выйдут на разных этажах. 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

--- --- 3 1,955 4,551 0,25,  ---,  0,4 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,90. 
n 1 2 3 4 5 6 

X 4.50 4.40 4.12 4.53 4.38 7.05 

Задание № 12     

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 
X 0.5 1.8 2.8 4.0 5.2 5.8 6.9 

Y 6.0 5.2 4.5 3.5 1.8 1.6 0.5 

Вариант 8 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл  по 

любой линии, соединяющей точки   
 

 

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл 
L

xyds , L – прямоугольник с 

вершинами ( )0,0A , ( )0,4B , ( )2,4C , ( )2,0D . 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzjzxixzF 3)2()2( +++−=  через 

плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 042 =−++− zyx  

координатными плоскостями, в том направлении нормали к плоскости, 

которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь признаком сравнения, выяснить сходится или нет ряд 

..
4

..
84

++++
n

tgtgtg


 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   
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Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 








=

,x

,xx
)x(f

21при1

10при

         
).x(f)x(f =+ 2

 
Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     
6

, 0

2 
== zew iz  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          wxxFxxf == )(,sin)( . 

Задание № 9     

Из партии деталей (50 шт.) первый поставщик представил 20 шт., 

второй – 25 шт., третий – 5 шт. Вероятности выпуска бракованной детали 

соответствующими поставщиками составляют: 0.02, 0.01, 0.05. Какова 

вероятность того, что взятая наугад деталь окажется бракованной? 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

4 1 1,5 1,825 4,563 ---,  ---,  --- 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,90. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 7.86 7.50 7.63 7.11 7.22 4.21 

Задание № 12     

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 

X 0.5 1.8 3.0 4.0 5.2 6.0 7.1 

Y 3.1 1.6 1.4 1.1 1.25 1.3 2.4 

Вариант 9 
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Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл  по 

эллипсу    

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл 
L

yds , L – дуга параболы 

pxy 22 = , отсечённая параболой pyx 22 = . 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzxjzyiyxF )22()()( +++++=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 

022 =−++ zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали к 

плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь признаком Даламбера, выяснить сходится или нет ряд 

..
2

..
8

2
4 1

++++
+n

ntgtgtg


 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 





−


=

,x

,x
)x(f
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Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     1,2 0 == − zew z  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xexFxxxf −=−= )(,2)( 2 . 

Задание № 9     

Десять студентов договорились о поездке за город, но не 

договорились о вагоне. Любой из студентов наугад может сесть в любой из 

десяти вагонов поезда. Какова вероятность того, что они все попадут в 

разные вагоны? 
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Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

--- --- 3 2,295 6 0,2,  0,35,  --- 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,99. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 12.56 18.54 12.76 12.56 12.21 12.98 

Задание № 12     

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 

X 1.0 2.1 3.0 4.0 5.1 5.9 7.0 

Y 0.65 1.50 1.80 2.30 2.80 3.30 3.40 

Вариант 10 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл  по 

любой линии, соединяющей точки  А(0; 2), В(l; 2). 

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл 
L

dsy2 , L – 1-я арка циклоиды 

( )ttax sin−= , ( )tay cos1−=   20  t . 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzyxjyxizyF )()2()( +++++−=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 
02 =−+− zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали к 

плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь признаком Даламбера, выяснить сходится или нет ряд 
( )

..
!2

!1
..

42

32

2

2
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+
++




+

n

n
n  

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 
).x(f)x(f,xx)x(f =+−−= 211при1  
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Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izizzw =+= 0

2 ,3  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xxFexf x sin)(,)( == . 

Задание № 9     

Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма 

выпавших очков равна пяти или разность равна пяти, если известно, что 

произведение равно шести. 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

0,75 --- --- 1,525 2,525 0,2;  0,45;  --- 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,99. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 6.50 6.40 6.98 6.35 6.48 8.21 

Задание № 12     

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 

X 0.5 1.0 1.8 3.0 4.0 5.3 6.4 

Y 0.5 1.5 3.1 4.6 5.6 5.9 6.1 

Вариант 11 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл , где L – отрезок прямой  

  заключённый между точками O(0; -2), В(4; 0). 

Задание № 2     
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Вычислить криволинейный интеграл 
L

xyds , L – четверть эллипса 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
, в 1-м квадранте. 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : 

kzyxjzyizxF )22()2()2( +−+−+−=  через плоскость треугольника , 

вырезанного из плоскости (p): 0222 =−++− zyx  координатными 

плоскостями, в том направлении нормали к плоскости, которая образует с 

осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь признаком сравнения, выяснить сходится или нет ряд 

( )
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2
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..
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3
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nn

n
 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 
).x(f)x(f,xx)x(f =+−−= 211при1

 
Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzw =+= 0

2 ,)1(  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xexFxxf 22 )(,)1()( =−= . 

Задание № 9     

В линии три автоматических станка работают независимо один от 

другого. Вероятности разладки в течение смены для первого, второго и 

третьего станков соответственно равны: 0.2; 0.25 и 0.25. Определить 

вероятность разладки в течение смены: а) одного станка; б) хотя бы одного 

станка. 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 



 

 79 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

1,5 2 2,4 2,025 4,178 ---,  ---,  --- 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,99 

n 1 2 3 4 5 6 

X 22.23 22.56 16.52 22.95 22.88 22.47 

Задание № 12     

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 

X 0.5 1.5 3.0 3.0 4.0 5.2 6.5 

Y 1.6 2.5 3.4 3.7 3.8 4.4 4.8 

Вариант 12 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл  по отрезку прямой  

х – 2у = 4  между точками A(0; -2), B(4; 0). 

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл ( ) −
L

dsyx , L – окружность 

axyx =+ 22
. 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzyjzizyxF )7(2)( −++++=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 
06223 =−+− zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали 

к плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь радикальным признаком Коши, выяснить сходится или 

нет ряд   
..

3

1

..
9

2

3

3

2

24

+








 +

++










+
n

n

n

n

 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 










−

−
+

−

=

.10при)1(
3

1

,01при
3

1

)(

xx

x
x

xf  
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Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzzw −=−= 0

3 ,  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xxFxxxf cos)(,2)( 2 =−= . 

Задание № 9     

Найдите вероятность того, что дни рождения 12 случайным образом 

выбранных человек придутся на разные месяцы года. 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

2,1 --- --- 1,975 4,712 0,25;  ---;  0,25 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,99 

n 1 2 3 4 5 6 

X 14.52 14.76 14.21 14.05 14.96 17.49 

Задание № 12     

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 

X 1 2 3 4 5 6 7 

Y 4.1 5.0 5.6 6.2 6.7 6.9 7.1 

Вариант 13 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл , где L – контур 

четырёхугольника с вершинами (указанными в порядке обхода) в точках 

А(0; 0), В(2; 0), C(4; 4), D(0,4). 

Задание № 2     
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Вычислить криволинейный интеграл dy
yx

y
dx

yx

x

L

2222 +
−

+ , L – 

окружность с центром в начале координат. 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzxjzyiyxF )22()()( +++++=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 

022 =−++ zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали к 

плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Выяснить сходится или расходится ряд, если сходится, то абсолютно 

или условно:   ( ) ..
1

1..
2

1
1 +−+−+−

n

n

 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:  

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 








=

,x

,xx
)x(f

21при1

10при

         
).x(f)x(f =+ 2

 
Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzzw −=−= 1,2 0

2  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          0)(,)( vxFxtgxf == . 

Задание № 9     

В отделение связи поступило шесть телеграмм. Телеграммы 

случайным образом распределяют по четырем каналам, причем каждая 

телеграмма может быть передана по любому из четырех каналов. Найдите 

вероятность того, что на первый канал попадут три телеграммы, на второй 

– две телеграммы, на третий – одна телеграмма и четвертый канал не будет 

загружен. 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 
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соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

--- --- 4,5 3,4 12,85 ---;  0,4;  0,5 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 11.54 17.42 11.21 11.33 11.67 11.87 

Задание № 12     

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 

X 0.5 1.5 3.0 3.0 4.0 5.0 6.0 

Y 4.0 2.8 2.2 2.0 1.7 1.5 1.1 

Вариант 14 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл 
L

dsy2 , где L – первая арка 

циклоиды  ( )ttax sin−=  и ( )tay cos1−= . 

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл  +
L

yx

dsz
22

2

, L – 1-й виток 

винтовой линии tax cos= , tay sin= , atz = . 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzjzxixzF 3)2()2( +++−=  через 

плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 042 =−++− zyx  

координатными плоскостями, в том направлении нормали к плоскости, 

которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Выяснить сходится или расходится ряд, если сходится, то абсолютно 

или условно:   ( )


=

+
−

1

1

!

2
1

2

n

n
n

n
 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 
).x(f)x(f,xx)x(f =+−−= 211при1  

Задание № 7     
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Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izizzw =+= 0

2 ,3  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          xxFxxf 23 cos)(,3)( =−= . 

Задание № 9     

На стеллаже в библиотеке стоят 15 учебников, причем пять из них в 

переплете. Библиотекарь берет наудачу три учебника. Найдите 

вероятность того, что хотя бы один из взятых учебников окажется в 

переплете. 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

1,5 1,9 2,5 2,09 4,526 ---,  ---,  --- 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 8.50 9.15 8.21 8.99 9.10 5.68 

Задание № 12     

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 

X 1.0 2.1 3.2 4.0 5.0 6.2 7.0 

Y 6.2 5.6 5.0 4.5 4.2 3.8 3.5 

Вариант 15 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл  между 

точками Е(-1; 0), Н(0; 1)по дуге астроиды   

Задание № 2     
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Вычислить криволинейный интеграл ( ) +−
L

dsyxz 222 , L – 1-й виток 

конической винтовой линии ttx cos= , tty sin= , tz = . 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzyjzyxizF )23()(4 ++−−+=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 

044 =−++ zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали к 

плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Пользуясь интегральным признаком Коши, выяснить сходится или 

нет ряд   


= −

+


2 1

1
ln

1

n n

n

n
. 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 
).x(f)x(f,xx)x(f =+−−= 211при1

 
Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 

),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     izzzw −=−= 1,2 0

2  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          wxxFxxxf =−= )(,2)( 32 . 

Задание № 9     

Найти вероятность того, что из трёх наудачу взятых отрезков длиной 

не более L можно построить треугольник. (Предполагается, что 

вероятность попадания точки в пространственную фигуру 

пропорциональна объёму фигуры и не зависит от её расположения). 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 
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неизвестны – их и необходимо вычислить. 

 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

2,5 3 3,2 3,085 9,615 ---,  ---,  --- 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 

n 1 2 3 4 5 6 

X 55.24 54.87 55.67 54.95 55.81 44.35 

Задание № 12     

Построить линейную математическую модель методом наименьших 

квадратов по базе данных 

X 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 4.0 4.5 

Y 7.0 5.8 4.5 3.4 2.1 0.8 0.2 

Вариант 16 

Задание № 1     

Вычислить криволинейный интеграл  от точки 

А(1; 0) до точки В(0; 2) по дуге  эллипса . 

Задание № 2     

Вычислить криволинейный интеграл 
L

ds
x

y
arctg , L – часть спирали 

Архимеда  2= , внутри круга радиуса R с центром в точке (0, 0) (полюс). 

Задание № 3     

Вычислить поток векторного поля F : kzxjxyizxF )2()()2( ++−+−=  

через плоскость треугольника , вырезанного из плоскости (p): 
0222 =−+− zyx  координатными плоскостями, в том направлении нормали 

к плоскости, которая образует с осью Оz острый угол. 

Задание № 4     

Выяснить сходится или расходится ряд, если сходится, то абсолютно 

или условно:   
( )




= −

−

1 ln

1

n

n

nn
 

Задание № 5     

Определить интервал сходимости ряда:   

Задание № 6     

Разложить данную функцию в ряд Фурье. 





−


=

,x

,x
)x(f





2при2

0при3

       
).x(f)x(f =+ 2

 
Задание № 7     

Представить заданную функцию )(zfw = , где iyxz += , в виде 
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),(),( yxivyxuw += ; проверить, является ли она аналитической. Если да, то 

найти значение ее производной в заданной точке 0z :     
6

, 0

2 
== zew iz  

Задание № 8     

Методом Даламбера найти уравнение );( txuu =  формы однородной 

бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u




=




, 

если в начальный момент времени 00 =t  форма струны и скорость точки 

струны с абсциссой х определяются соответственно заданными функциями 

)(0
00

xfu
t

==
=

 и )(
00

xF
dt

u

t

=


=

.          2)(,sin)( wxxFxxf == . 

Задание № 9     

Чему равна вероятность того, что дни рождения шести наугад 

выбранных человек придутся в точности на два месяца? 

Задание № 10     

Для значений случайной дискретной величины Х: х1, х2, х3, и 

соответствующих им вероятностей p1, p2, p3  известны математические 

ожидания случайной дискретной величины Х и её квадрата: М(Х) и М(Х2). 

При этом некоторые из значений х1, х2, х3  и p1, p2, p3  могут быть 

неизвестны – их и необходимо вычислить. 
х1 х2 х3 М(Х) М(Х2) p1, p2, p3  

--- 1,8 --- 1,92 3,924 0,25;  ---;  0,45 

Задание № 11     

Оценить доверительный интервал Х0 по данным выборочных 

измерений, приведенных в таблице при доверительной вероятности 0,95. 
n 1 2 3 4 5 6 

X 24.01 23.54 13.05 24.55 23.87 24.85 

Задание № 12     

Построить квадратичную математическую модель методом 

наименьших квадратов по базе данных 
X 0.5 2.0 3.0 4.0 5.0 6.1 6.9 

Y 1.3 2.0 2.3 2.7 2.8 3.0 3.2 
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5 Вопросы для подготовки к экзамену  

 

I семестр 

 

1. Определители 2-го порядка и их свойства. 

2. Применение определителей 2-го порядка к исследованию системы двух 

линейных уравнений с двумя неизвестными. Правило Крамера. 

3. Определители 3-го порядка. Миноры. Алгебраические дополнения. 

4. Применение определителей 3-го порядка к исследованию системы трёх 

линейных уравнений с тремя неизвестными. 

5. Применение определителей 3-го порядка к исследованию однородной 

системы уравнений. 

6. Решение системы линейных уравнений матричным способом. Теорема 

Кронекера-Капелли. 

7. Решение системы линейных уравнений методом Гаусса. 

8. Скалярные и векторные величины. Равенство и коллинеарность 

векторов. 

9. Сложение и вычитание векторов. Умножение вектора на число. 

10. Линейная зависимость векторов. Условие коллинеарности двух 

векторов. 

11. Компланарные вектора. Условие компланарности векторов. 

12. Базисы на плоскости и в пространстве, декартов базис. 

13. Разложение вектора по базису. Координаты вектора. 

14. Проекция вектора и её свойства. 

15. Вектор, заданный координатами начала и конца. Расстояние между 

двумя точками. 

16. Условие коллинеарности двух векторов. 

17. Скалярное произведение двух векторов и его свойства. 

18. Скалярное произведение векторов, заданных своими координатами. 

19. Угол между двумя векторами. Условие перпендикулярности 2-х 

векторов. 

20. Векторное произведение двух векторов и его свойства. 

21. Векторное произведение векторов, заданных координатами. 

22. Вычисление площади треугольника с помощью векторного 

произведения. 

23. Смешанное произведение векторов. Объем параллелепипеда. 

24. Смешанное произведение векторов, заданных координатами. 

25. Матрицы и их виды. Сложение матриц. Умножение матрица на число. 

26. Транспонированная матрица. Диагональная матрица. Единичная 

матрица. 

27. Произведение двух матриц. 

28. Обратная матрица. 
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29. Ранг матрацы и его нахождение. 

30. Собственные значения и собственные векторы матрицы. 

31. Общее уравнение прямой на плоскости и его исследование. 

32. Канонические уравнения прямой на плоскости. 

33. Уравнение прямой, проходящей через данную точку и имеющей 

заданный угловой коэффициент. 

34. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

35. Угол между прямыми. Условия параллельности и перпендикулярности 

двух прямых. 

36. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки. 

37. Плоскость. Общее уравнение плоскости. 

38. Уравнение плоскости в отрезках. 

39. Расстояние от точки до плоскости. 

40. Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. 

41. Расстояние от точек до плоскости. 

42. Общие уравнения прямой в пространстве. 

43. Канонические уравнения прямой в пространстве. 

44. Уравнение прямой, проходящей через две точки. Параметрические 

уравнения прямой. 

45. Кривые второго порядка. Окружность, её уравнение. 

46. Эллипс, его каноническое уравнение. 

47. Гипербола, её каноническое уравнение. 

48. Парабола, её каноническое уравнение. Исследование формы параболы. 

49. Преобразование координат на плоскости (параллельный перенос и 

поворот осей координат). 

50. Полярные координаты на плоскости. 

51. Поверхности второго порядка. Цилиндрические поверхности. 

Цилиндрические поверхности второго порядка. 

52. Поверхности вращения. Поверхности вращения второго порядка. 

53. Функция. Область определения функции. Основные элементарные 

функции их свойства и графики. 

54. Предел переменной величины. 

55. Сходящиеся последовательности и их основные свойства. 

56. Предел функции. 

57. Бесконечно малые величины и их свойства. 

58. Основные теоремы о пределах. 

59. Первый замечательный предел. 

60. Второй замечательный предел. Натуральные логарифмы. 

61. Сравнение бесконечно малых величин. 

62. Непрерывность функции. 

63. Односторонние пределы. Точки разрыва функции. 

64. Свойства функции, непрерывных на отрезке. 

65. 3адачи, приводящие к понятию производной. 



 

 89 

66. Определение производной. 

67. Геометрический и механический смысл производной. 

68. Дифференцируемость и непрерывность функции. 

69. Производная суммы двух функций. 

70. Производная произведения двух функций. Следствие. 

71. Производная частного двух функций. 

72. Производные тригонометрических функций. 

73. Производная сложной функций. 

74. Производная логарифмической функции. 

75. Логарифмическое дифференцирование. Производная степенной 

функции. 

76. Производная показательной функции. 

77. Производная показательно-степенной функции. 

78. Производная обратной функции. Производные обратных 

тригонометрических функций. 

79. Производные высших порядков. Механический смысл производной 

второго порядка. 

80. Производная неявной функции. 

81. Производная функции, заданной параметрически. 

82. Дифференциал функции. Инвариантная форма записи дифференциала. 

83. Теоремы о средних (Лагранжа, Ролля, Коши). 

 

II семестр 

 

1. Правило Лопиталя. 

2. Соотношения между логарифмической, степенной и показательной 

функциями. Действия с различными неопределённостями. 

3. Монотонность и постоянство функции. Экстремум функции. 

4. Достаточные признаки существования экстремума. 

5. Выпуклость и вогнутость. Точки перегиба кривой. 

6. Асимптоты кривой. 

7. Общая схема исследования функции и построение графиков 

8. Векторное задание, кривой в пространстве. Векторная функция и её 

годограф 

9. Функции нескольких переменных. Область определения и график 

функции двух переменных. 

10. Частные и полные приращения функции двух переменных. 

11. Частные производные функции двух переменных. 

12. Предел и непрерывность функции двух переменных. 

13. Полное приращение и полный дифференциал функции двух 

переменных. 

14. Дифференцирование сложных функций двух переменных. 

15. Скалярные поля. Поверхности и линии уровня. 
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16. Производная по направлению. 

17. Градиент скалярного поля и его связь с производной по направлению. 

18. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

19. Необходимый признак экстремума функции двух переменных. 

20. Достаточный признак экстремума функции двух переменных. 

21. Понятие первообразной. Неопределённый интеграл. 

22. Замена переменной в неопределенном интеграле. 

23. Интегрирование по частям. 

24. Методы интегрирования рациональных дробей 1-го и 2-го типа 

25. Методы интегрирования рациональных дробей 3-го типа. 

26. Методы интегрирования рациональных дробей 4-го типа. 

27. Методы интегрирования, выражения вида: 

 
28. Методы интегрирования, выражения вида: 

 
29. Интегрирование тригонометрических выражений, содержащих 

произведение функции 

 
30. Применение тригонометрических подстановок при интегрировании 

иррациональных функций. 

31. Понятие определённого интеграла и его свойства. 

32. Производная от определенного интеграла по переменному верхнему 

пределу. Формула Ньютона-Лейбница 

33. Несобственные интегралы. Их основные свойства. 

34. Вычисление объёма тела. 

35. Вычисление площади поверхности вращения. Привести пример. 

36. Метрическое пространство. Полнота метрического пространства. 

37. Дифференциальные уравнения первого порядка. Геометрический смысл 

дифференциального уравнения первого типа. 

38. Начальные условия для дифференциального уравнения. Задача Коши. 

Теорема Коши. 

39. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. 

40. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка. 

41. Дифференциальные уравнения первого порядка, приводящиеся к 

однородным. 

42. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 

43. Дифференциальные уравнения первого порядка Бернулли. 

44. Уравнение в полных дифференциалах. 

45. Дифференциальные уравнения второго порядка специальных видов. 
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46. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка. 

Структура их общего решения. 

47. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 

порядка. Структура их общего решения. 

48. Дифференциальные уравнения высших порядков. 

49. Нахождение частного решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами, если правая часть имеет вид: )()()( 21 xfxfxf += . 

Пример. 

50. Нахождение частного решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами, если правая часть имеет вид: )()( xPxf n=  Пример. 

51. Нахождение частного решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами, если правая часть имеет вид: )()( xPexf n

ax =  Пример. 

52. Нахождение частного решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами, если правая часть имеет вид: bxMbxMxf sincos)( +=  

Пример. 

53. Системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами. Их решение. 

 

III семестр 

 
1. Определение двойного интеграла, его геометрический смысл. 
2. Свойство двойного интеграла. 
3. Вычисление двойного интеграла с помощью двукратного. 
4. Вычисление объемов тел с помощью двойного интеграла. 
5. Вычисление двойного интеграла в полярных координатах. 
6. Вычисление площади поверхности с. помощью двойного интеграла. 
7. Вычисление статических  моментов плоскостей фигуры относительно 

осей координат. 
8. Вычисление момента инерции плоской фигура относительно 

координатных осей и начала координат. 
9. Вычисление координат центра тяжести плоской фигуры. 
10. Определение тройного интеграла и его механический смысл. 
11. Вычисление тройного интеграла с помощью троекратного. 
12. Вычисление тройного интеграла в цилиндрических координатах. 
13. Вычисление объёма тела с помощью тройного интеграла. 
14. Вычисление статических моментов с помощью тройного интеграла 
15. Вычисление координат центра тяжести тела с помощью тройного 

интеграла. 
16. Вычисление моментов инерции тела относительно координатных соей 
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с помощью тройного, интеграла. 
17. Определение криволинейного интеграла по длине дуги. 
18. Свойства криволинейного интеграла по длине дуги. 
19. Вычислений криволинейного интеграла по длине дуги. 
20. Определение криволинейного интеграла по координатам. 
21. Свойства криволинейного интеграла по координатам. 
22. Вычислений криволинейного интеграла по координатам. 
23. Поверхностные интегралы 1-го рода. Физический смысл. Вычисление 

поверхностного интеграла. 
24. Поверхностные интегралы 2-го рода. Физический смысл. Вычисление 

поверхностного интеграла. 
25. Определение ф.к.п., область определения, область значений. 
26. Предел и непрерывность функции комплексного переменного. 
27. Производная функции комплексного переменного. Аналитические 

функции. 
28. Условие Коши-Римана. 
29. Геометрический смысл производной функции комплексного 

соединения. 
30. Конформные отображения. 
31. Ряд. Сумма ряда. Сходимость. 
32. Признак сравнения рядов с положительными членами. 
33. Необходимый признак сходимости рядов. 
34. Гармонический ряд. 
35. Ряд, составленный из членов геометрической прогрессии. 
36. Признак Даламбера сходимости рядов. 
37. Радикальный признак Коши сходимости рядов. 
38. Интегральный признак Коши сходимости рядов. 
39. Признак Лейбница сходимости знакочередующихся рядов. 
40. Достаточный признак сходимости знакопеременных рядов. 
41. Абсолютная и условная сходимость числовых рядов. 
42. Функциональные ряды. Область сходимости. 
43. Мажорируемые ряды. Теорема о дифференцировании функциональных 
рядов. 
44. Теорема об интегрировании функциональных рядов. 
45. Степенные ряды. Теорема Абеля. 
46. Радиус и интервал сходимости степенных рядов. 
47. Ряд Тейлора и Маклорена. 
48. Разложение в ряд Тейлора функций ,)x(y,xcosy,xsiny,ey x 21+====  

),xln(y += 1  arctgxy = . 

49. Тригонометрические ряды. Ряды Фурье. 
50. Ряды Фурье для четных и нечетных функций. 
51. Ряды Фурье для периодических функций с периодом lT 2= . 
52. Ряды Фурье для непериодических функций. 
53. Основные понятия теории вероятностей. Понятия случайного 
события, частости, вероятности, классической вероятности. 
54. Зависимые, независимые события. Теоремы сложения и умножения 
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вероятностей совместных и несовместных событий. Понятие условной 
вероятности. 
55. Вероятность появления хотя бы одного события. 
56. Теорема и формула полной вероятности. Повторение испытаний. 
57. Постановка задачи вероятности гипотез. Формула Байеса. 
58. Повторение испытаний. Совпадающие события. Формула Бернулли 
вероятности того, что в n независимых испытаниях событие А 
осуществляется k раз. 
59. Локальная теорема Лапласа. Характерные признаки явлений, 
исследуемых с помощью локальной теоремы Лапласа. 
60. Интегральная теорема Лапласа. Характерные признаки явлений, 
исследуемых с; помощью интегральной теоремы Лапласа. 
61. Случайные величины. Их виды. Связь случайной величины со 
случайным событием. 
62. Закон распределения, дискретной случайной величины. Биноминальное 
распределение. 
63. Дискретные случайные величины. Понятие закона распределения 
дискретной случайной величины. Закон Пуассона. 
64. Распределение Лапласа. (Локальное и интегральное). 
65. Числовые характеристики дискретной случайной величины: 
математическое ожидание, дисперсия, среднее квадратическое отклонение. 
Их определения. Формулы вычисления. 
66. Математическое ожидание дискретной и непрерывной случайной 
величины. Свойства. Формулы вычисления. 
67. Дисперсия дискретной и непрерывной случайной  величины. Свойства. 
Формула вычисления. Среднее квадратическое отклонение. 
68. Непрерывная случайная величина, определение. Функция 
распределения, плотность распределения, их определение, свойства. 
69. Числовые характеристики непрерывной случайной величины: 
математическое ожидание, дисперсия, среднее кпадратическое отклонение. 
Их определения. Формулы вычисления. 
70. Нормальный закон распределения. Его числовые характеристики. 
Нормальная кривая. Влияние параметров нормального распределения на 
форму нормальной кривой. 
71. Вероятность: попадания в заданный интервал нормально 
распределенной случайной величины. 
72. Равномерное распределение случайной величины. Характерные 
признаки равномерного распределения. Вероятность попадания в 
заданный интервал равномерно распределенной случайной величины. 
73. Вычисление вероятности заданного отклонения. Правило «трёх сигм». 
74. Задачи математической статистики. Основные понятия. Выборочный 
метод. 
75. Статистические оценки параметров распределения: генеральная и 
выборочная средния, оценка. Генеральная и выборочная дисперсии. 
76. Статистическая проверка гипотез. 
77. Статистическая обработка экспериментальных данных. 
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