Лекция  5.29  Геометрические приложения определенного интеграла

Вопросы лекции: Геометрическая интерпретация определённого интеграла как площадь. Методика вычисления площадей фигур. Вычисление площади в полярных координатах, длин дуг кривых, объёма тела. Вычисление объёма тела вращения, площади поверхности вращения
1  Геометрическая интерпретация определённого интеграла как площадь. Методика вычисления площадей фигур
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Пример. Вычислить площадь ограниченную эллипсом [image: image4.png]


 

Ввиду очевидной симметрии эллипса относительно осей координат, достаточно вычислить четвёртую часть площади, расположенную в правом верхнем квадранте.

Из уравнения эллипса находим y как функцию от x: y(x)=b[image: image5.png]



Тогда площадь эллипса вычисляем по формуле:
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 Сделав замену x=asint, [image: image7.png]In
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2  Вычисление объёма тела
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Пусть для некоторого тела в пространстве известно значение S(x) – площади сечения этого тела плоскостью, проходящей через точку x’ и параллельной плоскости OYZ.

Тогда объём этого тела может быть вычислен по формуле [image: image10.png]V= iS(x)dx




Пример. Вычислить объём эллипсоида [image: image11.png]



В сечении эллипсоида плоскостью, проходящей через точку x, [image: image12.png]-—a=xEx,



 параллельной плоскостью OYZ будет эллипс: [image: image13.png]


 или [image: image14.png]



Как было доказано в предыдущем примере, площадь S(x) этого эллипса равна [image: image15.png]S() :m:(pi)
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Следовательно, объём эллипсоида можно вычислить по формуле:
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3  Вычисление длин дуг кривых
Пусть кривая Г задана на плоскости OXY уравнением y=y(x), [image: image17.png]x€[a,b]



 и [image: image18.png]yi(x)eCla,b]




Тогда длинна этой кривой может быть вычислена по формуле:
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Пример. Вычислить длину окружности x2 + y2 = R2.

В силу симметрии окружности относительно осей координат, достаточно длину четверти окружности, лежащей в первом квадранте. Выражая из уравнения окружности y как функцию от x: [image: image20.png]y(x)=~R1 -2



 и подставляя значение [image: image21.png]


 в формулу для вычисления длинны дуги кривой, получим равенство:
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4  Вычисление объёма тела вращения, площади поверхности вращения
Пусть кривая Г, заданная как и выше уравнением y=y(x), [image: image23.png]x€[a,b]



, [image: image24.png]yi(x)eCla,b),



 вращается вокруг оси OX. Тогда площадь поверхности вращения этой кривой может быть вычислена по формуле:

[image: image25.png]13
axl = 23] i () o




Пример. Вычислить площадь поверхности сферы x2 + y2 + z2 = R2.

Площадь поверхности сферы можно представить как площадь поверхности вращения кривой  [image: image26.png]
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 вокруг оси OX.

Пользуясь формулой для площади поверхности вращения кривой вокруг оси OX, получим значение площади поверхности сферы:
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Более подробно указанные выше вопросы и те, которые здесь отсутствуют изучите в соответствующей главе литературного источника:

Шипачев В. С. Высшая математика: Учебник для вузов / В.С. Шипачев. - М.: НИЦ ИНФРА-М, 2015. - 479 с.    http://znanium.com/bookread.php?book =469720 (ЭБС ИНФРА-М)

