[bookmark: _Toc284938020][bookmark: _Toc284938019]Лекция 4.23 Полный дифференциал. Дифференциалы высших порядков. Экстремум
Вопросы лекции: Частные производные функции нескольких переменных. Полное приращение, полный дифференциал. Локальный и условный экстремумы функции нескольких переменных.

Полные приращение и дифференциал

Используя формулу полного приращения получим формулу полного дифференциала.
Если функция f(x, y) имеет непрерывные частные производные, то 

[bookmark: _Hlt482173979]Применим теорему Лагранжа (см. Теорема Лагранжа) к выражениям, стоящим в квадратных скобках.






здесь 
Тогда получаем 


Т.к. частные производные непрерывны, то можно записать равенства:


         

Определение. Выражение  называется полным приращением функции f(x, y) в некоторой точке (х, у), где 1 и 2 – бесконечно малые функции при х  0 и у  0 соответственно.
Определение: Полным дифференциалом функции z = f(x, y) называется главная линейная относительно х и у приращения функции z в точке (х, у).


Для функции произвольного числа переменных:



Пример. Найти полный дифференциал функции .


,        



Пример. Найти полный дифференциал функции 


,     


[bookmark: _Toc261983580][bookmark: _Toc261983799]Геометрический смысл полного дифференциала. Касательная плоскость и нормаль к поверхности
			нормаль







					          N
					                      N0
				
		касательная плоскость
Пусть N и N0 – точки данной поверхности. Проведем прямую NN0. Плоскость, которая проходит через точку N0, называется касательной плоскостью к поверхности, если угол между секущей NN0 и этой плоскостью стремится к нулю, когда стремится к нулю расстояние NN0.
Определение. Нормалью к поверхности в точке N0 называется прямая, проходящая через точку N0 перпендикулярно касательной плоскости к этой поверхности.
В какой – либо точке поверхность имеет, либо только одну касательную плоскость, либо не имеет ее вовсе.
Если поверхность задана уравнением z = f(x, y), где f(x, y) – функция, дифференцируемая в точке М0(х0, у0), касательная плоскость в точке N0(x0,y0,(x0,y0)) существует и имеет уравнение:

.
Уравнение нормали к поверхности в этой точке:


Геометрическим смыслом полного дифференциала функции двух переменных f(x, y) в точке (х0, у0) является приращение аппликаты (координаты z) касательной плоскости к поверхности при переходе от точки (х0, у0) к точке (х0+х, у0+у).
Как видно, геометрический смысл полного дифференциала функции двух переменных является пространственным аналогом геометрического смысла дифференциала функции одной переменной.
Пример. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 




в точке М(1, 1, 1).   , т.е.    

Уравнение касательной плоскости:    

Уравнение нормали:    
[bookmark: _Toc261983582][bookmark: _Toc261983801]
Частные производные высших порядков



Если функция f(x, y) определена в некоторой области D, то ее частные производные  и  тоже будут определены в той же области или ее части. 
Будем называть эти производные частными производными первого порядка.
Производные этих функций будут частными производными второго порядка.




Продолжая дифференцировать полученные равенства, получим частные производные более высоких порядков.


Определение. Частные производные вида и т.д. называются смешанными производными.

Теорема. Если функция f(x, y) и ее частные производные   определены и непрерывны в точке М(х, у) и ее окрестности, то верно соотношение:

.
Т.е. частные производные высших порядков не зависят от порядка дифференцирования.
Аналогично определяются дифференциалы высших порядков.






…………………


Здесь n – символическая степень производной, на которую заменяется реальная степень после возведения в нее стоящего в скобках выражения.
[bookmark: _Toc261983584][bookmark: _Toc261983803]
Локальный и условный экстремумы функции нескольких переменных

Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в некоторой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство


то точка М0 называется точкой максимума.
Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в некоторой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство


то точка М0 называется точкой минимума.
[bookmark: Необхуслэкстр][bookmark: Достуслэкстр]Теорема. (Необходимые условия экстремума). 

Если функция f(x,y) в точке (х0, у0) имеет экстремум, то в этой точке либо обе ее частные производные первого порядка равны нулю , либо хотя бы одна из них не существует.
Эту точку (х0, у0) будем называть критической точкой.
Теорема. (Достаточные условия экстремума). 
Пусть в окрестности критической точки (х0, у0) функция f(x, y) имеет непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Рассмотрим выражение:


1) Если D(x0, y0) > 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) имеет экстремум, если 


 - максимум, если  - минимум.
2) Если D(x0, y0) < 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) не имеет экстремума
3) В случае, если D = 0, вывод о наличии экстремума сделать нельзя.
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