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1  Возрастание, убывание, экстремумы функций

Монотонность и экстремум функции
Функция  f  ( x ) называется возрастающей на промежутке D , если для любых чисел x 1 и x 2 из промежутка D таких, что x 1  <  x 2, выполняется неравенство f  ( x 1 ) <  f  ( x 2 ).
Функция f  ( x ) называется убывающей на промежутке D , если для любых чисел x 1 и x 2 из промежутка D таких, что x 1  <  x 2, выполняется неравенство f ( x 1 ) >  f  ( x 2 ).
[image: 01030501]
На показанном на рисунке графике функция y  =  f  ( x ), [image: 63167087880389-1] возрастает на каждом из промежутков [ a ;  x 1 ) и ( x 2 ;  b ] и убывает на промежутке ( x 1 ;  x 2 ). Обратите внимание, что функция возрастает на каждом из промежутков [ a ;  x 1 ) и ( x 2 ;  b ], но не на объединении промежутков
[image: 63167087880529-2]
Если функция возрастает или убывает на некотором промежутке, то она называется монотонной на этом промежутке.
Заметим, что если f – монотонная функция на промежутке D  ( f  ( x )), то уравнение f  ( x ) = const не может иметь более одного корня на этом промежутке.
Действительно, если x 1 < x 2 – корни этого уравнения на промежутке D  ( f ( x )), то f  ( x 1 ) =  f  ( x 2 ) = 0, что противоречит условию монотонности.
Перечислим свойства монотонных функций (предполагается, что все функции определены на некотором промежутке D ).
· Сумма нескольких возрастающих функций является возрастающей функцией.
· Произведение неотрицательных возрастающих функций есть возрастающая функция.
· Если функция f возрастает, то функции cf  ( c  > 0) и f  +  c также возрастают, а функция cf  ( c  < 0) убывает. Здесь c – некоторая константа.
· Если функция f возрастает и сохраняет знак, то функция 1/ f убывает.
· Если функция f возрастает и неотрицательна, то [image: 63167087880764-3]  где [image: 63167087880764-4] , также возрастает.
· Если функция f возрастает и n – нечетное число, то f   n также возрастает.
· Композиция g  ( f  ( x )) возрастающих функций f и g также возрастает.
Аналогичные утверждения можно сформулировать и для убывающей функции.
[image: extremum]
Точка a называется точкой максимума функции f , если существует такая ε-окрестность точки a , что для любого x из этой окрестности выполняется неравенство f  ( a ) ≥  f  ( x ).
Точка a называется точкой минимума функции f , если существует такая ε-окрестность точки a , что для любого x из этой окрестности выполняется неравенство f  ( a ) ≤  f  ( x ).
Точки, в которых достигается максимум или минимум функции, называются точками экстремума .
В точке экстремума происходит смена характера монотонности функции. Так, слева от точки экстремума функция может возрастать, а справа – убывать. Согласно определению, точка экстремума должна быть внутренней точкой области определения.

2  Наибольшее и наименьшее значения на сегменте

Если для любого [image: 63167087880983-5]  ( x  ≠  a ) выполняется неравенство
f  ( x ) ≤  f  ( a ) [image: 63167087881030-6]
то точка a называется точкой наибольшего значения функции на множестве D : 
[image: 63167087881061-7]
Если для любого [image: 63167087881076-8]  ( x  ≠  b ) выполняется неравенство f  ( x ) >  f  ( b )  [image: 63167087881108-9]   то точка b называется точкой наименьшего значения функции на множестве D .
[image: 63167087881123-10]
Точка наибольшего или наименьшего значения может быть экстремумом функции, но не обязательно им является.
Точку наибольшего (наименьшего) значения непрерывной на отрезке функции следует искать среди экстремумов этой функции и ее значений на концах отрезка.

[image: 01030501-1]  [image: 01030502]  
[image: 01030503] 
Если существует число C такое, что для любого [image: 63167087881201-11] выполняется неравенство f  ( x ) ≤  C , то функция f называется ограниченной сверху на множествеD .
Если существует число c такое, что для любого [image: 63167087881264-12] выполняется неравенство f  ( x ) ≥  c , то функция f называется ограниченной снизу на множестве D .
Функция, ограниченная и сверху, и снизу, называется ограниченной на множестве D . Геометрически ограниченность функции f на множестве Dозначает, что график функции y  =  f  ( x ), [image: 63167087881358-13] лежит в полосе c  ≤  y  ≤  C .
Если функция не является ограниченной на множестве, то говорят, что она не ограничена.
Примером функции, ограниченной снизу на всей числовой оси, является функция y  =  x 2. Примером функции, ограниченной сверху на множестве (–∞; 0) является функция y  = 1/ x . Примером функции, ограниченной на всей числовой оси, является функция y  = sin  x .

3  Выпуклость. Точки перегиба. Асимптоты

Выпуклость, вогнутость, асимптоты графика функции
	График функции y=f(x) называется выпуклым на интервале (a; b), если он расположен ниже любой своей касательной на этом интервале.
График функции y=f(x) называется вогнутым на интервале (a; b), если он расположен выше любой своей касательной на этом интервале.
На рисунке показана кривая, выпуклая на (a; b) и вогнутая на (b; c).
Примеры.
1. Полуокружность [image: l10image006] выпукла на [–1; 1].
2. Парабола y = x2 вогнута на интервале (-∞; +∞).
3. График функции в одних интервалах может быть выпуклым, а в других вогнутым. Так график функции y = sin x на [0,2; π], выпуклый в интервале (0; π) и вогнутый в
(π; 2π).
Рассмотрим достаточный признак, позволяющий установить, будет ли график функции в данном интервале выпуклым или вогнутым.
	[image: l10image002]
[image: l10image004]
[image: l10image008]


Теорема. Пусть y=f(x) дифференцируема на (a; b). Если во всех точках интервала (a; b) вторая производная функции y = f(x)отрицательная, т.е. f ''(x) < 0, то график функции на этом интервале выпуклый, если же f''(x) > 0 – вогнутый.
Доказательство. Предположим для определенности, что f''(x) < 0 и докажем, что график функции будет выпуклым.
Возьмем на графике функции y = f(x) произвольную точку M0 с абсциссой x0 Î (a; b) и проведем через точку M0 касательную. Ее уравнение [image: l10image010]. Мы должны показать, что график функции на (a; b) лежит ниже этой касательной, т.е. при одном и том же значении x ордината кривой y = f(x) будет меньше ордината касательной.
Итак, уравнение кривой имеет вид y = f(x). Обозначим [image: l10image012] ординату касательной, соответствующую абсциссе x. Тогда [image: l10image014]. Следовательно, разность ординат кривой и касательной при одном и том же значении x будет [image: l10image016].
Разность f(x) – f(x0) преобразуем по теореме Лагранжа [image: l10image018], где c между x и x0.
Таким образом,
[image: l10image020].
К выражению, стоящему в квадратных скобках снова применим теорему Лагранжа: [image: l10image022], где c1 между c0 и x0. По условию теоремы f ''(x) < 0. Определим знак произведения второго и третьего сомножителей.
1. Предположим, что x>x0. Тогда x0<c1<c<x, следовательно,
(x – x0) > 0 и (c – x0) > 0. Поэтому [image: l10image026].
2. Пусть x<x0, следовательно, x < c < c1 < x0 и (x – x0) < 0, (c – x0) < 0. Поэтому вновь [image: l10image026].
Таким образом, любая точка кривой лежит ниже касательной к кривой при всех значениях x и x0 Î (a; b), а это значит, что кривая выпукла. Вторая часть теоремы доказывается аналогично.
Примеры.
1. Установить интервалы выпуклости и вогнутости кривой y = 2 – x2.
Найдем y '' и определим, где вторая производная положительна и где отрицательна. y' = –2x, y'' = –2 < 0 на (–∞; +∞), следовательно, функция всюду выпукла.
2. y = ex. Так как y'' = ex > 0 при любых x, то кривая всюду вогнута.
[image: l10image030] [image: l10image031] [image: l10image032]

3. y = x3. Так как y'' = 6x, то y'' < 0 при x < 0 и y'' > 0 при x > 0. Следовательно, при x < 0 кривая выпукла, а при x > 0 вогнута.
	Точка графика непрерывной функции, отделяющая его выпуклую часть от вогнутой, называется точкой перегиба.
Очевидно, что в точке перегиба касательная, если она существует, пересекает кривую, т.к. с одной стороны от этой точки кривая лежит под касательной, а с другой стороны – над нею.
Определим достаточные условия того, что данная точка кривой является точкой перегиба.
Теорема. Пусть кривая определяется уравнением y = f(x). Если f ''(x0) = 0 или f ''(x0) не существует и при переходе через значение x= x0 производная f ''(x) меняет знак, то точка графика функции с абсциссой x = x0 есть точка перегиба.
Доказательство. Пусть f ''(x) < 0 при x < x0 и f ''(x) > 0 при x > x0. Тогда при x < x0 кривая выпукла, а при x > x0 – вогнута. Следовательно, точка A, лежащая на кривой, с абсциссой x0 есть точка перегиба. Аналогично можно рассматривать второй случай, когда f ''(x) > 0 при x < x0 и f ''(x) < 0 при x > x0.
Таким образом, точки перегиба следует искать только среди таких точек, где вторая производная обращается в нуль или не существует.
	[image: l10image034]



[image: l10image036]



[image: l10image039]



[image: l10image045]


Примеры. Найти точки перегиба и определить интервалы выпуклости и вогнутости кривых.
1. [image: l10image038]
Найдем производные заданной функции до второго порядка.
[image: l10image041].
[image: l10image043]. Вторая производная не существует при x = 1. Исследуем эту точку на возможный перегиб.
Итак, точка перегиба x = 1. Функция выпукла на (1; +∞), вогнута на
(–∞; 1).
2. [image: l10image047]
Возможные точки перегиба найдем, решив уравнение 2x2 – 1 = 0. Отсюда [image: l10image049].
Точки перегиба [image: l10image051]. Функция выпукла на [image: l10image053] и вогнута на [image: l10image055].
3. y = ln (1 – x2). Область определения функции D(y) = (-1; 1).
[image: l10image057].
[image: l10image059] при всех x из (–1; 1).
Следовательно, f(x) выпуклая на (–1; 1).
Асимптоты графика функции
При исследовании функции важно установить форму ее графика при неограниченном удалении точки графика от начала координат.
Особый интерес представляет случай, когда график функции при удалении его переменной точки в бесконечность неограниченно приближается к некоторой прямой.
[image: l10image062] [image: l10image063]
Прямая называется асимптотой графика функции y = f(x), если расстояние от переменной точки M графика до этой прямой при удалении точки M в бесконечность стремится к нулю, т.е. точка графика функции при своем стремлении в бесконечность должна неограниченно приближаться к асимптоте.
Кривая может приближаться к своей асимптоте, оставаясь с одной стороны от нее или с разных сторон, бесконечное множество раз пересекая асимптоту и переходя с одной ее стороны на другую.
Если обозначим через d расстояние от точки M кривой до асимптоты, то ясно, что d стремится к нулю при удалении точки M в бесконечность.
Будем в дальнейшем различать асимптоты вертикальные и наклонные.
Вертикальные асимптоты
Пусть при x→ x0 с какой-либо стороны функция y = f(x)неограниченно возрастает по абсолютной величине, т.е. [image: l10image065] или [image: l10image067] или [image: l10image069]. Тогда из определения асимптоты следует, что прямая x = x0 является асимптотой. Очевидно и обратное, если прямая x = x0 является асимптотой, т. о. [image: l10image065].
[image: l10image072]Таким образом, вертикальной асимптотой графика функции y = f(x) называется прямая, если f(x) → ∞ хотя бы при одном из условий x→ x0 – 0 или x → x0 + 0, x = x0
Следовательно, для отыскания вертикальных асимптот графика функции y = f(x) нужно найти те значения x = x0, при которых функция обращается в бесконечность (терпит бесконечный разрыв). Тогда вертикальная асимптота имеет уравнение x = x0.
Примеры.
1. Найти вертикальные асимптоты графика функции [image: l10image074].
Так как [image: l10image076], то прямая x = 2 является вертикальной асимптотой.
2. [image: l10image078].
Прямая x = 0 – вертикальная асимптота.
Наклонные асимптоты
Поскольку асимптота – это прямая, то если кривая y = f(x) имеет [image: l10image080]наклонную асимптоту, то ее уравнение будет y = kx + b. Наша задача найти коэффициенты k и b.
Теорема. Прямая y = kx + b служит наклонной асимптотой при x → +∞ для графика функции y = f(x) тогда и только тогда, когда [image: l10image082]. Аналогичное утверждение верно и при x → –∞.
Доказательство. Пусть MP – длина отрезка, равного расстоянию от точки M до асимптоты. По условию [image: l10image084]. Обозначим через φ угол наклона асимптоты к оси Ox. Тогда из ΔMNP следует, что [image: l10image086]. Так как φ постоянный угол (φ ≠ π/2), то [image: l10image088], но
MN = MK – NK = y - yас = f(x) - (kx+b).
Следовательно, мы можем записать следующее равенство [image: l10image090].
Так как x → +∞, то должно выполняться равенство [image: l10image092]. Но при постоянных k и b [image: l10image094] и [image: l10image096]. Следовательно, [image: l10image098], т.е. [image: l10image100].
Если число k уже известно, то [image: l10image102], поэтому [image: l10image104].
Для доказательства в случае x → –∞  все рассуждения аналогичны.
Докажем обратное утверждение. Предположим, что существуют пределы, определяющие числа k и b. Тогда несложно заметить, что выполняется равенство [image: l10image106]. Действительно
[image: l10image108]
Следовательно, прямая y = kx + b есть асимптота. Теорема полностью доказана.
Сделаем несколько замечаний.
Замечание 1. Теорема показывает, что для нахождения асимптот достаточно найти два указанных предела. Причем, если хотя бы один из пределов не существует или обращается в бесконечность, то кривая асимптот не имеет.
Замечание 2. В случае, когда k = 0 асимптота y = b называется горизонтальной асимптотой. Наличие горизонтальной асимптоты означает, что существуют пределы
[image: l10image110].
Замечание 3. Пределы для отыскания k и b могут быть различны при x → +∞ и x → – ∞  и, следовательно, график функции может иметь две различные асимптоты при x → +∞ иx → –∞.
Примеры. Найти асимптоты кривых.
1. [image: l10image112].
1. Вертикальные:
[image: l10image114]
x = 0 – вертикальная асимптота.
2. Наклонные:
[image: l10image116].
При x → - ∞  получим те же значения k и b. Следовательно, прямая y = x + 2 является наклонной асимптотой.
2. y = e–x sin x + x.
1. Функция определена и непрерывна на всей числовой прямой, следовательно, вертикальных асимптот нет.
2.  
а) [image: l10image118].
Итак, при x → +∞ наклонная асимптота у= х.
б) [image: l10image120], т. к.
[image: l10image122], поэтому при x → - ∞  наклонных асимптот нет.
3. y = x – 2arctg x.
1. Вертикальных асимптот нет.
2.  
а) [image: l10image124].
[image: l10image126]. Наклонная асимптота y = x – π при [image: l10image128].
б) [image: l10image130] при [image: l10image132].

4   Схема исследования функции

Данный вопрос предлагается самостоятельно исследовать, используя соответствующую главу литературного источника:

Шипачев В. С. Высшая математика: Учебник для вузов / В.С. Шипачев. - М.: НИЦ ИНФРА-М, 2015. - 479 с.    http://znanium.com/bookread.php?book =469720 (ЭБС ИНФРА-М)
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