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1  Задачи, приводящие к понятию производной

Рассмотрите самостоятельно, используя предлагаемые источники, в частности, в соответствующей главе:
Шипачев В. С. Высшая математика: Учебник для вузов / В.С. Шипачев. - М.: НИЦ ИНФРА-М, 2015. - 479 с.    http://znanium.com/bookread.php?book =469720 (ЭБС ИНФРА-М)

2  Понятие производной

Производная. Рассмотрим некоторую функцию  y = f ( x ) в двух точках x0 и x0 + [image: dltx]:  f ( x0 ) и  f ( x0 + [image: dltx] ). Здесь через [image: dltx] обозначено некоторое малое изменение аргумента, называемое приращением аргумента; соответственно разность между двумя значениями функции: f ( x0 + [image: dltx] ) – f ( x0 ) называется приращением функции. Производной функции  y = f ( x ) в точке x0  называется предел:
[image: ana3c]

Если этот предел существует, то функция  f ( x ) называется дифференцируемой в точке  x0 .
Производная функции   f ( x ) обозначается так:

[image: ana3a]

3  Механический и геометрический смысл

Геометрический смысл производной.
Рассмотрим график функции  y = f ( x ): 
Из рисунка 1 видно, что для любых двух точек A и B графика функции:  
[image: ana3e]
где  [image: alfa] - угол наклона секущей AB.
[image: ana3b]
Рис. 1 – Геометрический смысл производной функции

Таким образом, разностное отношение равно угловому коэффициенту секущей. Если зафиксировать точку A и двигать по направлению к ней точку B, то  [image: dltx] неограниченно уменьшается и приближается к 0, а секущая АВ приближается к касательной АС. Следовательно, предел разностного отношения равен угловому коэффициенту касательной в точке A. Отсюда следует: производная функции в точке есть угловой коэффициент касательной к графику этой функции в этой точке. В этом и состоит геометрический смысл производной.

Уравнение касательной. Выведем уравнение касательной к графику функции в точке A(x0, f (x0) ). В общем случае уравнение прямой с угловым коэффициентом  f ’( x0 )  имеет вид: 
y = f ’( x0 ) · x + b .
Чтобы найти b, воспользуемся тем, что касательная проходит через точку A:
f ( x0 ) = f ’( x0 ) · x0 + b ,
отсюда,  b =  f ( x0 ) – f ’( x0 ) · x0 , и подставляя это выражение вместо  b, мы получим  уравнение касательной:
y =  f ( x0 ) +  f ’( x0 ) · ( x – x0  ) .
Механический смысл производной. Рассмотрим простейший случай: движение материальной точки вдоль координатной оси, причём закон движения задан:  координата  x  движущейся точки – известная функция  x ( t ) времени  t. В течение интервала времени от  t0  до t0 + [image: dltt]  точка перемещается на расстояние:  x ( t0 + [image: dltt] ) – x ( t0 ) = [image: dltx]. При  [image: dltt] [image: arrow_big] 0  значение средней скорости стремится к определённой величине, которая называется мгновенной скоростью  v ( t0 )  материальной точки в момент времени  t0 . Но по определению производной мы имеем:
[image: ana3f]
отсюда,  v ( t0 ) = x’ ( t0 ) , т.e. скорость – это производная координаты по времени. В этом и состоит  механический смысл производной. Аналогично, ускорение – это производная скорости по времени:  a = v’ ( t ).
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4  Основные свойства производной

Односторонние производные функции в точке

Определение. Правой (левой) производной функции f(x) в точке х = х0 называется правое (левое) значение предела отношения  при условии, что это отношение существует.


	или	.
Если функция f(x) имеет производную в некоторой точке х = х0, то она имеет в этой точке односторонние производные. Однако, обратное утверждение неверно. Во- первых функция может иметь разрыв в точке х0,  а во- вторых, даже если функция непрерывна в точке х0, она может быть в ней не дифференцируема.
Например: f(x) = x- имеет в точке х = 0 и левую и правую производную, непрерывна  в этой точке, однако, не имеет в ней производной.
Теорема. (Необходимое условие существования производной) Если функция f(x) имеет производную в точке х0, то она непрерывна в этой точке.
Понятно, что это условие не является достаточным. 
[bookmark: Основныеправиладифференц][bookmark: _Toc261983535][bookmark: _Toc261983754]
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