
Тема 6. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 
Лекция 6. Числовые и функциональные ряды 

 

1. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

1.1.  Числовые ряды 

Пусть 1 2 3, , ,..., ,...nu u u u бесконечная числовая последовательность. Выра-
жение вида  

1 2 3
1

... ...n n
n

u u u u u
∞

=

= + + + + +∑                           (1)  

называется числовым рядом (или просто рядом), а числа  1 2 3, , ,...u u u  назы-
ваются членами ряда; nu  при произвольном п называется общим членом ряда.  

Числовой ряд задан, если известен его общий член un, или известен закон, 
по которому он может быть получен. 

Сумму первых п членов числового ряда обозначают через nS  и называют 
частичной суммой ряда : 

 S1=u1;   S2= u1+ u2;   S3= u1+ u2+ u3;  … ;   Sn= u1+ u2+…+un .       (2) 
Определение   Ряд (1) называется сходящимся, если п-я  частичная сумма 

nS   при неограниченном возрастании п стремится к конечному пределу, т.е. 
lim nn

S S
→∞

= , где S  называется суммой ряда (1). Если же п-я  частичная сумма ря-

да при n →∞  не стремится к конечному пределу или вообще не имеет никакого 
предела, то ряд  называется  расходящимся. Ряд   

а+аq+aq2+…+aqn-1+…                                      (3) 
называется геометрической прогрессией, а - первый член ряда; q – знаме-

натель прогрессии,  сумма ряда   
1

n

n
a aqS

q
−

=
−

. 

При |q|<1 ряд (3) сходится, его сумма равна 
1

aS
q

=
−

 и при   |q|≥1 ряд (3) 

расходится. Ряд   
1 1 1 11 ... ...
2 3 4 n

+ + + + + +                                   (4) 

называется гармоническим рядом, он расходится. Ряд  

        1 1 1 11 ... ...
2 3 4p p p pn

+ + + + + +                              (5) 

называется обобщенным гармоническим рядом, при p>1 этот ряд сходит-
ся, а при 1p ≤  он расходится. 



Необходимое, но не достаточное условие сходимости ряда 

Если ряд 
1

n
n

u
∞

=
∑  сходится, то его общий член un

 стремится к 0 при n →∞  

lim 0nn
u

→∞
=                                                (6) 

Если общий член ряда un не стремится к 0 при , то ряд расходится. 

Достаточные признаки сходимости рядов 

1. Признаки сравнения 
Пусть даны два ряда с положительными членами 

1 2 ... ...nu u u+ + + + =
1

n
n

u
∞

=
∑                               (*) 

1 2 ... ...nv v v+ + + + =
1

n
n

v
∞

=
∑                            (**) 

1) Если члены ряда (*) не превосходят соответствующих членов ряда (**), 
т. е. n nu v≤  и ряд (**) сходится, то сходится и ряд (*). 

2) Если члены ряда (*) не меньше соответствующих членов ряда (**), т.е. 

n nu v≥  и ряд (**) расходится, то расходится и ряд (*). 
Этот признак остаётся в силе, если неравенства  ( )n n n nu v u v< > выпол-

няются не при всех  п  , а лишь начиная с некоторого номера n N= . 
 
2. Предельный признак сравнения 

Пусть даны два знакоположительных ряда 
1

n
n

u
∞

=
∑  и 

1
n

n
v

∞

=
∑ . Если существует 

конечный, отличный от нуля, предел lim (0 )n
n

n

u A A
v→∞

= < < ∞ , то оба ряда 
1

n
n

u
∞

=
∑  и 

1
n

n
v

∞

=
∑  сходятся и расходятся одновременно. 

3. Признак Даламбера  
Если для знакоположительного ряда 1 2 ... ...nu u u+ + + +  существует 

1lim n
n

n

u l
u
+

→∞
= ,  то  если 1l <  ряд сходится, если же 1l > , то ряд расходится. 

Если 1l = , то ряд может сходиться, а может и расходиться. В этом случае 
признак Даламбера ответа не дает, приходится исследовать  на сходимость ряд 
с помощью других признаков. 

 

∞→n



4. Признак Коши  (Радикальный признак) 
Если для знакоположительного ряда 1 2 ... ...nu u u+ + + +  существует 

lim n
nn

u l
→∞

= ,  то  если 1l < , то ряд сходится,  если 1l > , то ряд расходится. 

Если 1l = , то радикальный признак не дает ответа о сходимости ряда. 
 
5. Признак Коши. (Интегральный признак). 
Пусть члены знакоположительного ряда  1 2 ... ...nu u u+ + + +  

1 2 3 ...u u u≥ ≥ ≥   и ( )f x  такая непрерывная невозрастающая на промежутке 

[1; )+∞   функция, что     1(1)f u= , 2(2)f u= ,…, ( ) nf n u= ,… 

Тогда, если несобственный интеграл
1

( )f x dx
+∞

∫  сходится, то и ряд сходит-

ся, а если он расходится, то и ряд расходится. 
 

Решение типовых примеров 

1  Дан общий член ряда   2 1
3n n
nu −

= . Написать первые четыре члена ряда. 

Решение 

Если 1n = , то 1
1
3

u = ; если  2n = ,  то 2
3
9

u = ; если 3n = , то 3
5
27

u = ; если 

4n = , то 4
7
81

u = ;….   Ряд можно записать в виде   1 3 5 7 ...
3 9 27 81
+ + + + . 

  

2  Найти общий член ряда   4 16 64 256
2 4 6 8
+ + + +…. 

Решение 
Числители образуют геометрическую прогрессию  2 3 44,4 ,4 ,4 ,... ; n-й член 

этой прогрессии 4n
nb = . Знаменатели образуют арифметическую прогрессию 

2,4,6,8,...; n-й член этой прогрессии находим по формуле 1 ( 1)na a d n= + − , где 

1 2, 2a d= = , поэтому 2na n= . Следовательно, общий член этого ряда 4
2

n

nu
n

= . 

3  Найти сумму ряда  2
1

1
5 6n n n

∞

= + +∑ .  

Решение 
Представим общий член ряда в виде суммы простейших дробей: 



2
1 1
5 6 ( 2)( 3)nu

n n n n
= =

+ + + + 2 3
A B

n n
= +

+ +
 

Умножая обе части этого выражения на знаменатель, придём к тождеству 
1 ( 3) ( 2)A n B n≡ + + + . 

Полагая 2n = − , находим 1 = А;   значит 1A = ; 
                  3n = − , находим 1 = - В; значит 1B = − . 

Таким образом, 1 1
2 3nu

n n
= −

+ +
, т.е.  1 1

2 3nu
n n

= −
+ +

. 

Отсюда 1
1 1
3 4

u = − ;  2
1 1
4 5

u = − ;  3
1 1
5 6

u = − ;  4
1 1
6 7

u = − ;…. 

Следовательно, 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1...
3 4 4 5 5 6 6 7 2 3 3 3nS

n n n
= − + − + − + − + + − = −

+ + +
. 

Так как   1 1 1lim lim( )
3 3 3nn n

S S
n→∞ →∞

= = − =
+

, то ряд сходится. 

 

4  Исследовать сходимость ряда  
1

1
3 4n

n

∞

= +∑ . 

Решение 

Сравним этот ряд с рядом  
1

1
3n

n

∞

=
∑ (то есть с бесконечно убывающей гео-

метрической прогрессией, так как 1 1
3

q = < ), этот ряд сходится.  

Члены данного ряда  меньше  соответствующих членов ряда 
1

1
3n

n

∞

=
∑ , сле-

довательно, данный ряд сходится. 
 

5  Исследовать сходимость ряда  
1

1
4 2 3n

n

∞

= ⋅ −∑ . 

Решение 

Сравним этот ряд с рядом   
1

1
2n

n

∞

=
∑  ( 1 1

2
q = < ,бесконечно убывающая гео-

метрическая прогрессия). Применим предельный признак сравнения рядов:  
2 1 1lim lim lim 34 2 3 44

2

n
n

nn n n
n

n

u
v→∞ →∞ →∞

= = =
⋅ − −

. 



Так как предел конечен и отличен от нуля и ряд 
1

1
2n

n

∞

=
∑  сходится, то схо-

дится и данный ряд. 
 

6  Исследовать сходимость ряда  1 1 1 1 1... ...
2 5 8 11 3 1n
+ + + + + +

−
. 

Решение 

Сравним данный ряд с гармоническим рядом 
1

1
n n

∞

=
∑ (расходится). 

Воспользуемся предельным признаком сравнения 1lim lim
3 1 3

n
n n

n

u n
v n→∞ →∞

= =
−

. 

Следовательно,  данный ряд расходится. 
 

7  Исследовать сходимость ряда  
2 3 4

10 10 10 10
2 2 2 2 2... ...
1 2 3 4

n

n
+ + + + + + . 

Решение 

Применим признак Даламбера:  имеем 10
2n

nu
n

= , 
1

1 10
2

( 1)

n

nu
n

+

+ =
+

. 

Тогда 
1 10 10

1
10 10

10

2 2 1lim lim lim 2lim 21( 1) 2 ( 1) (1 )

n
n

nn n n n
n

u n nl
u n n

n

+
+

→∞ →∞ →∞ →∞

⋅ ⋅
= = = = =

+ ⋅ + +
. 

Так как 1l > , то данный ряд расходится.   
 
8    Исследовать сходимость ряда  

 
2 3 410 10 10 10 10... ...

1! 3! 5! 7! (2 1)!

n

n
+ + + + + +

−
. 

Решение 

Применим признак Даламбера:  имеем 10
(2 1)!

n

nu
n

=
−

,  

( )( ) ( )
1 1 1

1
10 10 10

2 1 1 ! 2 2 1 ! (2 1)!

n n n

nu
n n n

+ + +

+ = = =
+ − + − +

. 

Тогда 
1

1 10 (2 1)! 10lim lim lim 0
(2 1)!10 2 (2 1)

n
n

nn n n
n

u nl
u n n n

+
+

→∞ →∞ →∞

−
= = = =

+ +
. 

Так как  1l < ,  то данный ряд сходится.  
 



9  Исследовать сходимость ряда  
2

1

1 1
3

n

n
n

n
n

∞

=

+ 
 
 

∑ . 

Решение 
Здесь удобнее применить радикальный признак Коши, поскольку 

1 1
3

n

n
n

nu
n
+ =  

 
. 

 1 1 1 1lim lim lim 1
3 3 3

n n

n
nn n n

n el u
n n→∞ →∞ →∞

+   = = = + =   
   

,   так как 1l < , то данный 

ряд сходится.  
 

10  Исследовать сходимость ряда  2
1 1n

n
n

∞

= +∑ . 

Решение 
Воспользуемся интегральным признаком Коши: 

2 2, ( )
1 1n

n xu f x
n x

= =
+ +

,   2
2 2 1

1 1

1 2 1 ln 1
1 2 1 2

x xdx dx x
x x

∞ ∞
∞

= = + = ∞
+ +∫ ∫ . 

Интеграл расходится, поэтому расходится и данный ряд. 
 

1.2. Знакочередующиеся ряды 

Определение  Ряд, у которого любые два соседних члена имеют разные 
знаки, называется знакочередующимся. 

Знакочередующийся ряд имеет вид  
n 1

1 2 3 4 nu u u u ... ( 1) u ...+− + − + + − + ,                           (7) 
где nu 0>  для всех n N∈ . 
Для знакочередующегося ряда имеет место достаточный признак сходи-

мости, который называют признаком Лейбница. 
Признак Лейбница  Если в знакочередующемся ряде (7) абсолютные ве-

личины членов ряда убывают 1 2 nu u ... u ...> > > > и общий член ряда nu  стре-

мится к 0 при неограниченном увеличении его номера, то есть nn
lim u 0
→∞

= , то 

ряд (7) сходится, его сумма положительная и не превосходит первого члена ря-
да ( 10 S u< < ). 

Замечание Если хотя бы одно условие признака Лейбница не выполняет-
ся, то ряд расходится. 

Если знакочередующийся ряд удовлетворяет условию признака Лейбни-



ца, то можно оценить ошибку, которая получится, если заменить его сумму S  
частичной суммой nS . Допускаемая при этом погрешность, оценивается для 
знакочередующегося ряда по признаку Лейбница. 

При такой замене мы отбрасываем все члены ряда, начиная  с n 1u + . Но от-
брасываемые члены образуют знакочередующийся ряд, сумма которого меньше 
первого члена этого ряда, т. е. меньше n 1u + . 

Ошибка, совершаемая при замене суммы ряда S  на частичную сумму nS , 
равна n nr S Sδ = = −  и не превосходит по абсолютной величине первого из от-

брошенных членов ряда, т. е. n n 1r u +< . 

Решение типовых примеров 

37  Исследовать сходимость ряда  

( )
( )

n 1
2

1 1 1 1... 1 ...
4 9 16 n 1

+− + + + − +
+

. 

Вычислить приближенно его сумму, удержав три первых члена ряда, и 
оценить погрешность. 

Решение 

Проверим выполнимость условий признака Лейбница, т.к. n 2
1u

( n 1)
=

+
, 

1) 1 1 1 ...
4 9 16
> > >  

2) n 2n n

1limu lim 0.
( n 1)→∞ →∞

= =
+

 

Оба условия выполняются. Следовательно, данный ряд сходится 

3
1 1 1S S 0,2014
4 9 16

≈ = − + = . 

Ошибка δ , получающаяся при замене суммы этого ряда суммой трёх 
первых членов, меньше абсолютной величины четвертого члена, то есть 

δ < 4u ,        δ < 1
25

=0,04. 

Ответ: S 0.2014=      0.04δ < . 
 

38  Вычислить сумму ряда с точностью до 0,01: n 1
2

n 1

1( 1)
3n

∞
+

=

−∑ . 

Решение 



Данный ряд сходится, так как n 2n n

1limu lim 0
3n→∞ →∞

= = ,  

Так как   n n 1r u 0,01+< < , то найдём n  

2
1 0.01

3( n 1)
<

+
,           23( n 1) 100+ > , 

3( n 1) 10+ > ,                   
10n 1

3
+ > , 

n 5,7 1> − ,                           n 4,7> . 
Следовательно, n 5= .  
Значит, это неравенство выполняется, начиная, с n 5= . 
Таким образом,  

5 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1S S

3 1 3 2 3 3 3 4 3 5
0,333 0,083 0,037 0,021 0,013 0,279.

≈ = − + − + =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= − + − + =
 

Ответ: S 0,28= . 
 

1.3. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость 

Определение Ряды, члены которых имеют произвольные знаки, называ-
ются знакопеременными рядами. Пусть    

  1 2 3 nu u u ... u ...+ + + + +                                   (8) 
знакопеременный ряд. 
Числа 1u , 2u , …, nu ,...могут быть как положительными, так и отрицатель-

ными, причем расположение положительных и отрицательных членов ряда 
произвольное. 

Достаточный признак сходимости знакопеременного ряда 

Если для знакопеременного ряда  1 2 3 nu u u ... u ...+ + + + +  сходится ряд, 

составленный из абсолютных величин его членов, т. е. 1 2 nu u ... u ...+ + + + , то 
данный знакопеременный ряд также сходится. 

 
Определение   Знакопеременный ряд 1 2 3 nu u u ... u ...+ + + + +   называется 

абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный из абсолютных ве-
личин его членов 1 2 nu u ... u ...+ + + + . 

На основании достаточного признака сходимости знакопеременного ряда 
всякий абсолютно сходящийся ряд является сходящимся. 



Определение  Знакопеременный ряд 1 2 3 nu u u ... u ...+ + + + +  называется 
условно сходящимся (или неабсолютно сходящимся), если он сходится, а ряд 

1 2 nu u ... u ...+ + + + , составленный из абсолютных величин его членов расхо-
дится. 

Решение типовых примеров 

Исследовать сходимость знакопеременных  рядов и установить характер 
сходимости (абсолютная, условная) 

46  
n

54
n 1

( 1)
n

∞

=

−∑  

Решение 
Ряд знакочередующийся, поэтому применим признак Лейбница.  

1)  
4 5 5 54 4

1 1 11 ...
2 3 4

> > > > первое условие признака выполнено, 

2) 
54n

1lim 0
n→∞

=   второе условие признака выполнено, значит, ряд сходится. 

Составим ряд из абсолютных величин данного ряда: 

4 5 5 5 54 4 4

1 1 1 11 ... ...
2 3 4 n

+ + + + + + . 

Этот ряд обобщённо гармонический и при 5p 1
4

= >  является сходящим-

ся. 
Значит, данный ряд сходится абсолютно. 
 

47  
n 1

n 1

( 1)
10n 1

+∞

=

−
+∑ . 

Решение 
Применим признак Лейбница.  

1)  1 1 1 1 ...
11 21 31 41

> > > > первое условие признака выполнено, 

2) 
n

1lim 0
10n 1→∞

=
+

  второе условие признака выполнено, значит, ряд схо-

дится. 
Составим ряд из абсолютных величин данного ряда: 

1 1 1 1 1... ...
11 21 31 41 10n 1

+ + + + + +
+

. 



Исследуем этот ряд с помощью интегрального признака Коши: 
1f ( x )

10x 1
=

+
, 

1
1 1

dx 1 d(10x 1) 1 ln(10x 1)
10x 1 10 10x 1 10

∞ ∞
∞+

= = + = ∞
+ +∫ ∫ . 

Интеграл расходится, поэтому и ряд расходится. 
Значит, данный ряд сходится условно. 
 
48   n 1 n1,1 1,01 1,001 ... ( 1) 1 (0,1) ...−  − + − + − + +  . 

Решение 
Применим признак Лейбница.  
1)  1,1 1,01 1,001 ...> > > первое условие признака выполнено, 

2) nn

1lim(1 ) 1
10→∞

+ =   второе условие признака не выполняется. Значит,  ряд 

расходится. 
 

1.4. Функциональные ряды 

Определение  Ряд, членами которого являются функции от х, называется 
функциональным:  

n 1 2 n
n 1

u ( x ) u ( x ) u ( x ) ... u ( x ) ...
∞

=

= + + + +∑                       (9) 

Совокупность тех значений x , при которых функциональный ряд сходит-
ся, называется областью сходимости этого ряда. Областью сходимости функ-
ционального ряда чаще всего служит какой-нибудь промежуток оси Оx. 

Частичная сумма функционального ряда, т. е. сумма первых n  его членов, 
является функцией переменной x : 

       n 1 2 nS ( x ) u ( x ) u ( x ) ... u ( x )= + + +                                (10) 
 
В любой точке x  из области сходимости функционального ряда (9) суще-

ствует предел частичной суммы (10) при n →∞ . В точках, не принадлежащих 
области сходимости функционального ряда частичная сумма nS ( x )  не имеет 
предела. Сумма функционального ряда является некоторой функцией от x , оп-
ределенной в области сходимости ряда: 

nn
S( x ) lim S ( x ),

→∞
=  x D∀ ∈                                     (11) 

Разность n nR ( x ) S( x ) S ( x )= − называется остатком функционального ря-



да. 

Определение  Функциональный ряд n
n 1

u ( x )
∞

=
∑  называется равномерно 

сходящимся в области D, к функции ( )S x , если для любого 0ε >  найдётся та-
кое число N, что для всех n>N и для всех x D∈  справедливо неравенство 

n

k
k 1

u ( x ) S( x ) ε
=

− <∑  или n nR ( x ) S ( x ) S( x ) ε= − < . 

 
Признак Вейерштрасса  
 (достаточный признак равномерной сходимости) 

Если для ряда n
n 1

u ( x )
∞

=
∑  на отрезке [a, ]b  существует сходящийся знако-

положительный числовой ряд n
n 1

C
∞

=
∑ , удовлетворяющий условию 

n nu ( x ) C≤  ( n 1,2,...= ), 

то ряд n
n 1

u ( x )
∞

=
∑  сходится на отрезке [ ]a,b  равномерно. 

Решение типовых примеров 

61   Найти область сходимости рядов 

2n

n
n 1

n 1
n
x

∞

=

+ 
 
 ∑ . 

Решение 
По радикальному признаку Коши имеем: 

2n n

nn

nn n n

n 1 n 1
1 n 1 en nlim lim lim .

x x x n x→∞ →∞ →∞

+ +   
    +    = = = 

 
 

Ряд будет сходиться при e 1,
x
<  следовательно, 

2

2
e 1 0
x

− < ,  
2 2

2
e x 0

x
−

< , 

так как  2x 0> , то 2 2e x 0− < .  Ряд сходится при ( ) ( )x ; e e;∈ −∞ − ∪ +∞ . 
 
62   Исследовать на равномерную сходимость 



2 3 n
2 2 2

1 1 1sin x sin 2x sin 3x ... sin nx ...
2 3 n

+ + + + + . 

Решение 
Область определения ( );−∞ +∞ . Сравним данный ряд с числовым зна-

коположительным рядом 2 2 2
1 1 11 ... ...
2 3 n

+ + + + +  - это обобщённый гармо-

нический ряд, при p 2 1= >  он сходится. Так как  
n

2 2
sin nx 1

n n
≤ , то  по при-

знаку Вейерштрасса данный ряд равномерно сходится на  всей оси Ох. 
 

1.5. Степенные ряды 

Определение   Степенным рядом называется ряд вида  

    n 2 n
n 0 1 2 n

n 0
a x a a x a x ... a x ...

∞

=

= + + + + +∑                     (12) 

Числа 0a , 1a , …, na , … называются коэффициентами степенного ряда, 
x R∈ . Ряд (12) разложен по степеням x . Рассматриваются также степенные ря-
ды, разложенные по степеням 0( x x )− , то есть ряд вида 

n 2 n
n 0 0 1 0 2 0 n 0

n 0
a ( x x ) a a ( x x ) a ( x x ) ... a ( x x ) ...

∞

=

− = + − + − + + − +∑ ,    (13) 

где 0x  - некоторое постоянное число. 
Ряд (13) легко приводится к виду (12), если положить 0x x z− = . Поэтому 

при изучении степенных рядов можем ограничиться степенными рядами вида 
(12). 

Основное свойство степенных рядов: 
Теорема Абеля   
Если степенной ряд (12) сходится при 0x x 0= ≠ , то он сходится и притом 

абсолютно для всех x , удовлетворяющих условию 0x x< . Если ряд (12) рас-

ходится при 1x x= , то он расходится при всех x , удовлетворяющих условию 

. 

Из теоремы Абеля следует, что 0x 0≠  есть точка сходимости степенного 

ряда, то интервал 0 0( x ; x )−   весь состоит из точек сходимости степенного ряда  

и называется  интервалом сходимости степенного ряда. Положив 0x R= , 

интервал сходимости можно записать в виде ( )R;R− . Число R называют радиу-

1xx >



сом сходимости степенного ряда, то есть R>0 - это такое число, что при всех x
, для которых  x R< , ряд (12) абсолютно сходится, а  при x R>  ряд расходит-
ся.   

В частности, когда ряд (12) сходится лишь в одной точке 0x 0= , то счита-
ем, что R 0= . Если  же  ряд (12) сходится во всех точках числовой оси 
( );−∞ +∞ , то в этом случае R = ∞ .  

Отметим, что на концах интервала сходимости (то есть при x R= −  и  при 
x R= + ) сходимость ряда проверяется отдельно.  

Радиус сходимости степенного ряда (12) находим используя признаки 
сходимости Даламбера и Коши по формулам:  

1
1 1 1lim lim lim 1

n
n n n

nn n n
n n n

u a x a x
u a x a

+
+ + +

→∞ →∞ →∞
= = < ;  откуда      n

n
n 1

aR lim
a→∞

+

=             (14) 

lim lim 1nn n
n nn n

a x a x
→∞ →∞

= < ;  откуда    
n

nn

1R
lim a
→∞

= .                 (15) 

Замечания 
1.Интервал сходимости степенного ряда  (13) находят из неравенства 

0x x R− <  и он имеет вид ( )0 0x R;x R− + .  
2. Если степенной ряд содержит не все степени x , т.е. задан неполный 

степенной ряд, то интервал сходимости ряда находят без определения радиуса 
сходимости, а непосредственно применяют признак Даламбера (или признак 
Коши) для ряда, составленного из модулей членов данного ряда. 

 

Свойства степенных рядов 

1. Сумма S( x )  степенного ряда (12) является непрерывной функцией в 

интервале сходимости ( )R;R− . 
2. Если радиус сходимости ряда отличен от нуля, то степенной ряд 

можно почленно дифференцировать и интегрировать любое число раз внутри 
интервала сходимости. При этом интервал сходимости не изменяется. 

3. Внутри интервала сходимости ряды можно складывать, вычитать, 
умножать, делить, умножать на число. Интервал сходимости должен быть оди-
наковым. 

Решение типовых примеров 

78   Найти область сходимости степенного ряда 
n n

n 1

x 3
n!

∞

=
∑ . 



Решение 

Воспользуемся формулой (14)  
n

n
3a
n!

=  

n

n 1n n n

3 ( n 1)! 1 ( n 1)! 1R lim lim lim( n 1)
n! 3 3 n! 3+→∞ →∞ →∞

+ +
= ⋅ = = + = ∞  

Следовательно, ряд сходится на всей числовой оси.  
 
79   Найти область сходимости степенного ряда 

( )
3 5 7 2n 1

n 1x x x xx ... 1 ...
3 5 7 2n 1

−
+− + − + + − +

−
. 

Решение 
Заданный ряд не полный. Воспользуемся признаком Даламбера. 

2n 1 2n 1

n n 1
x xu , u

2n 1 2n 1

− +

+= =
− +

, 

2n 1
2 2n 1

2n 1n n n
n

u x 2n 1 2n 1lim lim x lim x
u 2n 1 x 2n 1

+
+

−→∞ →∞ →∞

− −
= ⋅ = ⋅ =

+ +
. 

Ряд абсолютно сходится, если 2x 1<  или 1 x 1− < < . Исследуем поведение 
ряда на концах интервала сходимости. 

При 1 1 1x 1, 1 ...
3 5 7

= − − + − + − ,  сходится по признаку Лейбница. 

При 1 1 1x 1, 1 ...
3 5 7

= − + − + ,  тоже сходится по признаку Лейбница. 

Следовательно, областью сходимости является отрезок [ ]1;1− . 
 

80   Найти область сходимости степенного ряда 
n

n 1
n 1

( x 3 )
n 3

∞

−
=

−
⋅∑ . 

Решение 
Находим радиус сходимости ряда по формуле (14)  

n

n 1 n n 1n n

1 1 ( n 1)3R lim : lim 3
n 3 ( n 1) 3 n 3− −→∞ →∞

+
= = =

⋅ + ⋅ ⋅
. 

Следовательно, ряд сходится при  3 x 3 3− < − < ,  то есть при   0 x 6< < . 

При ( ) ( )n n

n 1 n 1

3 1
x 0, 3

n n

∞ ∞

= =

− −
= =∑ ∑ .  Сходится по признаку Лейбница. 



При 
n 1 n 1

3 1x 6 , 3
n n

∞ ∞

= =

= =∑ ∑ .  Это гармонический ряд – расходится. 

Следовательно, областью сходимости является интервал [ )0;6 . 
 

1.6. Ряды Тейлора и Маклорена 

Для приложений важно уметь данную функцию f ( x ) разлагать в степен-
ной ряд, т. е. функцию f ( x ) представлять в виде суммы степенного ряда. 

Если функцию f ( x ) - любая функция, имеющая в некоторой окрестности 
точки 0x  производные  ( n 1)+ -го порядка включительно, справедлива формула 
Тейлора: 

20 0
0 0 0

f ( x ) f ( x )f ( x ) f ( x ) ( x x ) ( x x )
1! 2!
′ ′′

= + − + − + +  

( n )
n0

0 n
f ( x )( x x ) R ( x ).

n!
+ − +          (16) 

где 
( n 1 )

n 1
n 0 0

f ( c )R ( x ) ( x x ) c ( x;x )
( n 1)!

+
+= − ∈

+
 - остаточный член в форме Ла-

гранжа. 
Если для некоторого значения x  nR ( x ) 0, n→ →∞ , то в пределе форму-

ла Тейлора преобразуется для этого значения x  в ряд Тейлора: 
20 0

0 0 0
f ( x ) f ( x )f ( x ) f ( x ) ( x x ) ( x x )

1! 2!
′ ′′

= + − + − + +  

( n )
n0

0
f ( x )( x x ) ....

n!
+ − +             (17) 

Если в ряде Тейлора положить 0x 0= , то получим  ряд Маклорена:  
( n )

2 nf (0 ) f (0 ) f (0 )f ( x ) f (0 ) x x x
1! 2! n!
′ ′′

= + + + + +            (18) 

Этот ряд называется рядом Маклорена функции f ( x ). 
Достаточный признак разложимости функции в ряд Тейлора 
Если в некотором интервале, содержащем точку 0x , при любом n  выпол-

няется неравенство ( )nf ( x ) M< , где M -  положительная постоянная, то 

nn
lim R 0
→∞

=  и функция разложима в ряд Тейлора. 



Разложения в ряд Маклорена типовых функций: 
2 3 n

x x x xe 1 x x ( ; )
2! 3! n!

= + + + + + + ∈ −∞ ∞                             (19) 

( )
3 5 2n 1

n 1x x xsin x x ( 1) x ;
3! 5! ( 2n 1)!

−
+= − + − + − + ∈ −∞ ∞

−
                  (20) 

( )
2 4 2n 2

n 1x x xcos x 1 ( 1) x ;
2! 4! ( 2n 2 )!

−
+= − + − + − + ∈ −∞ ∞

−
                  (21) 

m 2 n n n
m

n

m m( m 1) m( m 1) ( m n 1)(1 x ) 1 x x x C x
1! 2! n!

− − − +
+ = + + + + + =∑

   

[ ]1;1 ,m 0
x ( 1;1], 1 m 0

( 1;1),m 1

 − ≥
 

∈ − − < < 
 − ≤ − 

                                      (22) 

При целых положительных m получается конечный многочлен, иначе - 
бесконечный. 

2 3 n1 1 x x x ... x ... x ( 1;1)
1 x

= + + + + + + ∈ −
−

                            (23) 

2 3 4 n
n 1x x x xln(1 x ) x ( 1) x ( 1;1]

2 3 4 n
++ = − + − + + − + ∈ −                (24) 

[ ]
3 5 2n 1

n 1x x xarctg x x ( 1) x 1;1
3 5 2n 1

−
+= − + − + + − + ∈ −

−
                    (25) 

3 5 71 x 1 3 x 1 3 5 xarcsin x x ...
2 3 2 4 5 2 4 6 7

⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + +

⋅ ⋅ ⋅
  

2n 1( 2n 1)!! x ..., x [ 1;1]
( 2n )!! 2n 1

−−
+ ⋅ + ∈ −

−
       (26) 

Ряды (24)-(26) получены через интегральное представление соответст-
вующих функций с использованием (22). 

 

Решение типовых примеров 

94  Разложить в ряд по степеням x  функцию xf ( x ) 2= . 
Решение 

Найдём значения функции и её производных при x 0= : 



x

x

x 2 2

( n ) x n ( n ) n

f ( x ) 2 , f (0 ) 1,
f ( x ) 2 ln2, f (0 ) ln2,
f ( x ) 2 ln 2, f (0 ) ln 2,
........................................................,
f ( x ) 2 ln 2, f (0 ) ln 2,

= =

′ ′= =

′′ ′′= =

= =

 

Так как  0 ln2 1< < , то при фиксированном х имеет место неравенство 
( )n xf ( x ) 2<  для любого n. Следовательно, функция может быть представлена в 

виде суммы ряда Маклорена:  
2 2 3 3

x x ln 2 x ln 22 1 xln2 ... x ( ; )
2! 3!

= + + + + ∈ −∞ ∞  

Это решение можно получить иначе: достаточно в разложении (19) заме-

нить х на xln2 , так как 
xx ln 2 x ln 22 e e= = . 

 

95  Разложить в ряд по степеням x  функцию 2f ( x )
3 x

=
−

. 

Решение 
Воспользуемся формулой (23). Так как  

2 2 2 1f ( x ) x x3 x 33(1 ) 1
3 3

= = = ⋅
− − −

, 

то заменив х  на x
3

 получим:  

2 32 2 x x x1 ...
3 x 3 3 3 3

    = ⋅ + + + +     −     
, 

или 
2 n

2 n
2 2 2 x 2 x 2 x... ...

3 x 3 3 3 3 3 3 3
= + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +

−
, 

где    x1 1
3

− < < ,   то есть 3 x 3− < < . 

 
96  Разложить в ряд по степеням x  функцию 2f ( x ) cos x= . 

Решение 

 2 1f ( x ) cos x (1 cos 2x )
2

= = + , поэтому достаточно разложить в ряд функ-



цию cos 2x , заменив в формуле (21) х на 2х: 
2 2 4 4 6 62 x 2 x 2 xcos 2x 1 , x ( ; )
2! 4! 6!

= − + − + ∈ −∞ ∞ . 

Это разложение справедливо, как и в случае cos x , для всех x . 
В итоге получим: 

2 2 4 4 2n 2n
2 n1 2 x 2 x 2 xcos x 1 1 ... ( 1) ...

2 2! 4! ( 2n )!
 

= + − + − + − + = 
 

 

2 2 4 4 2n 2n
n1 2 x 2 x 2 x2 ... ( 1) ...

2 2! 4! ( 2n )!
 

= − + − + − + = 
 

 

2 3 4 2n 1 2n
n2x 2 x 2 x1 ... ( 1) ...

2! 4! ( 2n )!

−

= − + − + − +  

 
97   Разложить в ряд по степеням x  функцию xf ( x ) e sin x−= . 

Решение 
Ряд для функции xe− получается из ряда для функции xe заменой х на  -х и 

абсолютно сходится на всей числовой прямой. Ряд для функции sin x  также аб-
солютно сходится на всей числовой прямой. Поэтому, чтобы получить разло-
жение функции xf ( x ) e sin x−=  в ряд, достаточно перемножить абсолютно схо-

дящиеся ряды для функций xe−  и sin x . 
2 3 3 5

x 2 3 5x x x x x 1 3e sin x 1 ... x ... x x x x ...
1! 2! 3! 3! 5! 6 40

−    
= − + − + ⋅ − + − = − + − +   
   

 

Полученный ряд, по свойству сходящихся рядов, сходится на всей число-
вой прямой к функции xf ( x ) e sin x−= . 

 

1.7. Некоторые приложения степенных рядов 

Вычисление значений функций 

Пусть требуется вычислить значение функции f ( x ) при 1x x=  с заданной 
точностью. Предположим, что эту функцию можно разложить в степенной ряд:

n
0 1 0 n 0f ( x ) a a ( x x ) ... a ( x x ) ...= + − + + − +  на интервале ( R;R )−  и 1x ( R;R )∈ − . 

Тогда n
1 0 1 1 0 n 1 0f ( x ) a a ( x x ) ... a ( x x ) ...= + − + + − + . Взяв достаточное чис-

ло первых членов ряда, получим  

( ) n
1 n 1 0 1 1 0 n 1 0f ( x ) S x a a ( x x ) ... a ( x x )= = + − + + −  

Абсолютная погрешность этого приближенного равенства, то есть 



1 n 1f ( x ) S ( x )−  равно модулю остатка ряда 1 n 1 n 1f ( x ) S ( x ) r ( x ) ,∆ = − =  где 
n 1 n 2

n 1 n 1 1 0 n 2 1 0r ( x ) a ( x x ) a ( x x ) ...+ +
+ += − + − +  Чтобы вычислить значение 1f ( x )  с 

точностью 0ε > , нужно взять сумму такого числа n  первых членов ряда, чтобы 

1 n 1 n 1f ( x ) S ( x ) r ( x ) ε− = ≤ . 
Оценить погрешность можно с помощью остаточного члена ряда Тейло-

ра. Если функция f ( x ) разложена в степенной ряд, то этот ряд является ее ря-
дом Тейлора (или Маклорена). В этом случае  

( n 1 )
n 1

1 n 1 n 1 1 0
f ( c )f ( x ) S ( x ) R ( x ) ( x x ) ,
( n 1)!

+
+− = = −

+
 

где   0 1 0c x ( x x ),θ= + −  0 1θ< < . 
В зависимости от конкретного случая применяется тот или иной метод 

оценки остатка ряда (или оценки погрешности). 
 

Решение типовых примеров 

107   Вычислить с точностью до 0,001 число e  
Решение 

Запишем ряд Маклорена для xe : 
2 3 n

x x x xe 1 x ... ...
2! 3! n!

= + + + + + + . 

При x 1=  получим 
1 1 1e 1 1 ... ...
2! 3! n!

= + + + + + + . 

Запишем приближенное равенство 
x 1 1 1e 1 1 ...

2! 3! n!
≈ + + + + + . 

Оценим погрешность приближения с помощью остаточного члена ряда 
Маклорена. 

Так как ( n 1 ) xf ( x ) e+ = , то 
c

n 1
n

eR ( x ) x
( n 1)!

+=
+

,    где c xθ= , 0 1θ< < . 

При x 1=  n
eR (1) ,

( n 1)!

θ

=
+

 0 1θ< < . 

Учитывая, что e e 3θ < < , получим n
3R (1)

( n 1)!
<

+
. 



При n 5=                    
3 1 0.001

( 5 1)! 240
= >

+
. 

При n 6=                         3 1 0.001
7! 1680

= < . 

Поэтому для достижения требуемой точности  достаточно взять n 6= . 
Итак,  

1 1 1 1 1e 1 1
2! 3! 4! 5! 6!

≈ + + + + + + =  

=1.0000 1.0000 0.5000 0.1667 0.0417 0.0083 0.0014 2.7181.+ + + + + + =  
Следовательно, e 2.7181≈  с точностью до 0,001. 
 
108   Вычислить osin18  с точностью до 0,0001. 

Решение 

osin18 =
3 5

3 5sin ...
10 3!10 5!10
π π π

− + − . 

Полученный ряд знакочередующийся, члены которого убывают по абсо-
лютной величине. Поэтому его остаток  не превосходит первого отброшенного 
члена ряда. 

Так как 
3

3 0.0001
3!10
π

> , а 
5

5 0.0001
5!10
π

< , то с точностью до 0,0001 полу-

чим 
3 3

o
3 3

( 3.14159 ) ( 3.14159 )sin18 0.314159 0.00517 0.30899.
10 3!10 10 3!10
π π

≈ − = − = − =

Итак, osin18 0.3090≈ . 
 

Вычисление определенных интегралов 

Сущность метода поясним на конкретном примере 

109   Вычислить 
2

1
3

x

0

e dx−∫  с точностью до 0,001. 

Решение 

Так как 
2 3 n

x x x xe 1 x ... ...
2! 3! n!

= + + + + + + , то положив 2x x= − , получим 

2
2 4 6

x x x xe 1 ...
1! 2! 3!

− = − + − +  этот ряд сходится при x ( ; )∈ −∞ +∞  значит, его можно 



почленно интегрировать на любом отрезке и, в частности, на отрезке 10; :
3

 
  

 

2

1 1 1 1 1
2 4 6 3 5 73 3 1 3 3 3

x 3
0

0 0 0 0 0

3 5 7

x x x x x xe dx (1 ...)dx x ...
1! 2! 3! 3 5 2 7 6

1 1 1 1 ...
3 3 3 5 2 3 7 6 3

− = − + − + = − + − + =
⋅ ⋅

= − + − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∫ ∫  

Искомый интеграл представлен знакочередующимся рядом. Так как 

5
1 1 0.001

5 2 3 2430
= <

⋅ ⋅
, то с точностью до 0,001 имеем 

1
3

2x
3

0

1 1e dx 0.3333 0.0123 0.3210
3 3 3

− ≈ − = − =
⋅∫  

Итак 
2

1
3

x

0

e dx 0.321− ≈∫ . 

 

Применение рядов к решению дифференциальных уравнений 

Пусть требуется найти решение уравнения  
  y F( x,y,y )′′ ′= ,                                       (27) 

удовлетворяющее начальным условиям при 0x x= , 0y y= , 0y y′ ′= . 
Допустим, что решение y f ( x )=  и его можно представить рядом 

20
0 0 0 0

f ( x )y f ( x ) f ( x ) f ( x )( x x ) ( x x ) ...
2!
′′

′= = + − + − + . 

Нужно найти 0f ( x ) , 0f ( x )′ , 0f ( x )′′ , …, то есть значения производных 
от частного решения при 0x x= . 

Из начального условия следует, что 0 0f ( x ) y= , 0 0f ( x ) y .′ ′=  Из уравнения 
(27) получаем 

0 0 0 0 0y f ( x ) F( x ,y ,y ).′′ ′′ ′= =  
Дифференцируя обе части уравнения (27) по x , получим 

x y yy F ( x,y,y ) F ( x,y,y )y F ( x,y,y )y′′′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′= + + . 

Подставляя в это равенство 0x x= , найдём 

0 0 0y f ( x ) y ( x ).′′′ ′′′ ′′′= =  

Дифференцируя y′′′  еще раз по x , найдем IV IV
0 0f ( x ) y ( x )=  и т. д. Най-

денные значения производных подставим в ряд Тейлора решения y f ( x )= . Для 



тех значений x , при которых этот ряд сходится, он представляет решение урав-
нения. 

Решение типовых примеров 

110  Найти первые три члена разложения в степенной ряд частного реше-
ния уравнения y ycos x x′′ = + , удовлетворяющего начальным условиям: 
y(0 ) 1,y (0 ) 0′= = . 

Решение 
Ищем решение уравнения в виде ряда Маклорена (т. к. 0x 0= ) 

2 3y (0 ) y (0 )y y(0 ) y (0 ) x x ...
2! 3!
′′ ′′′

′= + + + +  . 

Учитывая, что при x 0= , y 1=  находим y (0 ) 1cos0 0 1′′ = + = . 
Для нахождения y′′′дифференцируем обе части данного уравнения 

y y cos x y sin x 1′′′ ′= − + . 
При x 0=  получим  y (0 ) y (0 )cos0 y(0 )sin0 1 0 1 1 0 1 1′′′ ′= + + = ⋅ + ⋅ + =  
Подставляя значения y(0 ) ,  y (0 )′ , y (0 )′′ , y (0 )′′′  в ряд для частного реше-

ния y( x ) , получим приближенное выражение частного решения в виде частич-

ной суммы ряда 
2 3x xy( x ) 1

2! 3!
≈ + + . 

Если дифференциальное уравнение линейное, то удобнее искать частное 
решение в виде степенного ряда 2 n

0 1 2 ny a a x a x ... a x ...= + + + + +  или 
2

0 1 0 2 0y a a ( x x ) a ( x x ) ...= + − + − + . 
Для нахождения коэффициентов 0a , 1a ,…, na  решение в виде степенного 

ряда подставляют в уравнение и приравнивают коэффициенты, стоящие при 
одинаковых степенях x  в левой и правой частях уравнения. 

 

111    
y 2xy 4 y
y(0 ) 0,y (0 ) 1
′′ ′= +

 ′= =
 

Решение 
2 3 n

0 1 2 3 ny a a x a x a x ... a x ...= + + + + + +  

0y(0 ) a 0= =   2
1 2 3y a 2a x 3a x ...′ = + + +  

1y (0 ) a 1′ = =  

Следовательно, 2 3 n
2 3 ny x a x a x ... a x ...= + + + + +  

2 n 1
2 3 ny 1 2a x 3a x ... na x ...−′ = + + + + +  



n 2
2 3 ny 2a 2 3a x ... n( n 1)a x ...−′′ = + ⋅ + + − +  

Подставляем y,y ,y′ ′′  в уравнение, получим 
n 2

2 3 n2a 2 3a x ... n( n 1)a x ...−+ ⋅ + + − + =  
2 n 1

2 3 n2x(1 2a x 3a x ... na x ...)−= + + + + + + 2 3 n
2 3 n4( x a x a x ... a x ...),+ + + + +  

откуда 
22a 0=    2a 0=  

33 2a 2 4⋅ = +   3a = 1 

4 2 24 3a 4a 4a⋅ = + 4a =0 

n n 2 n 2n( n 1)a ( n 2 ) 2a 4a− −− = − ⋅ +           n 2
n

2aa
n 1

−=
−

 

Следовательно, 

4a 0= ;        5
2 1 1a
4 2!
⋅

= =  ;       6a 0= ;           7

12 12a
6 3!

⋅
= = ;          9

1a
4!

= ; 

2ka 0= ;      2k 1

12
1( k 1)!a

2k k !+

⋅
−= = . 

Подставляя найденные значения коэффициентов и искомое частное ре-
шение,  получим 

3 5 7 2n 1x x x xy x ...
1! 2! 3! n!

+

= + + + + + +… 

4 6 2n
2 x x xy x 1 x ... ...

2! 3! n!
 

= + + + + + + 
 

 

2xy xe= . 
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