
Решение системы линейных уравнений матричным способом 
 
1. Метод Крамера 

 

 



 
2. Решение системы линейных уравнений с помощью матриц 

Вспомним некоторые определения из предыдущих лекций о системах 
линейных уравнений различных порядков. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Системой линейных алгебраических уравнений 
называется система вида 

 

Числа  называются коэффициентами системы уравнений. 
Числа  называются правыми частями системы уравнения. Величины 

 называются неизвестными, их число может не равняться числу 
уравнений. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Решением системы называются любые числа 
, которые при подстановке в систему уравнений обращают каждое 

уравнение в верное числовое равенство. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Матрицей коэффициентов системы линейных ал-

гебраических уравнений называется матрица 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Столбцом неизвестных и столбцом правых частей 
называются соответственно следующие матрицы 

 

Используя матричное исчисление, систему линейных уравнений можно 
записать в виде одного матричного уравнения 

. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Система линейных уравнений называется однород-

ной, если все ее правые части равны нулю и неоднородной  в  противном 
случае. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Система линейных уравнений называется совмест-
ной, если она имеет хотя бы одно решение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Система линейных уравнений называется несов-
местной, если она не имеет решений. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Совместная система линейных уравнений называ-
ется определенной, если она имеет ровно одно решение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Совместная система линейных уравнений называ-
ется неопределенной, если она имеет несколько решений. 
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Решение системы линейных уравнений с помощью матриц 

Здесь уже отмечалось, что систему линейных уравнений можно запи-
сать в виде одного матричного уравнения AX = B. 

Пусть матрица A квадратная и её определитель отличен от нуля. Тогда 
существует обратная к A матрица. Умножим матричное уравнение на обрат-
ную матрицу слева 

 
или 

 
Таким образом, чтобы получить решение системы матричным спосо-

бом, нужно, обратную к матрице коэффициентов, матрицу умножить слева 
на столбец правых частей. 

Теперь можно сделать такой вывод: система линейных уравнений, мат-
рица коэффициентов которой имеет отличный от нуля определитель, имеет 
ровно одно решение. 

ПРИМЕР 1. Решить систему уравнений 

 

Составим матрицы 

 

Вычислим определитель  det A = -3, затем обратную матрицу 

 

Тогда получим 

  или  x=1, y=1 

3. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса 
 

Ранг матрицы 
 
Данный вопрос рассмотрите самостоятельно 
 
Метод Гаусса 
 
К. Гаусс (1777-1855) – известнейший немецкий математик, предложил 

свой метод вычисления корней системы  n  линейных уравнений c  n  неиз-
вестными (применим и для различного количества уравнений и переменных). 
Заключается в последовательном исключении переменных. 

Поделив 1-е уравнение на , затем умножая 1-е уравнение на , вы-
читаем его из 2-го, 1-е уравнение «*» на , вычитаем его из 3-го, и т.д. 
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где  

Если , разделим 2-е уравнение на , затем последовательно 
умножая 2-е уравнение на  и вычитая поочередно из урав-
нений системы, кроме 1-го и 2-го. 

Напомню, что  получим систему у которой будет уравнение со всеми 
коэффициентами =0, свободный член система несовместна! 

В результате получим либо систему: 

а)   (1) 

либо 

б)    (2) 

(1)  ступенчатой; (2)  треугольной. Для (2)  получаем из , и т.д. 
Тем самым,  получается (2)  система совместна и определена. Для (1) – 
система совместна и неопределенна. 

Далее в (1), перенесем в  из уравнений системы (1) члены с неизвест-
ными  в правую часть: 
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Теперь же, придавая неизвестным   свободными,  значения 
, получим -ю систему, из которой последовательно получим 

все остальные неизвестные, . 
Учитывая, что числа  -  значения  исходная система 

(1) имеет бесчисленное множество решений. 
Метод  Гаусса  рассмотрим  на  примере   решения    системы уравне-

ний 

 

Выберем уравнение, которое содержит x. Такое уравнение будем назы-
вать ведущим. В качестве ведущего уравнения выберем первое. Используем 
ведущее уравнение для  исключения  x  из  второго  и третьего уравнений. 
Для этого умножим ведущее уравнение на 2 и вычтем его из второго, затем 
вычтем его из третьего.  Запишем ведущее уравнение первым а результаты 
вычитания вторым и  третьим уравнением 

 

Выберем  теперь  из  второго  и  третьего  уравнения  новое ведущее 
уравнение, содержащее y. В качестве  ведущего  уравнения возьмем второе.  
Умножим  его  на  -3/5  и  вычтем  из  третьего уравнения для исключения y. 
Тогда получим 

 

В результате выполненных преобразований, которые называются пря-
мым ходом, получаем систему уравнений с треугольной матрицей. Теперь 
выполним обратный ход. Из  последнего  уравнения  системы найдем z = 1  и  
подставим  это  значение  во  второе  уравнение системы. Найдем величину y 

 

Из первого уравнения найдем теперь x 
 

Таким образом, находим решение системы . 
Отметим, что выполняя прямой ход, мы использовали преобразования, 

которые не изменили определитель матрицы коэффициентов. Так как эта 
матрица после прямого хода стала треугольной, то величина определителя 
равна 
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Таким образом, метод Гаусса можно  использовать  без  вычисления 
определителей. Наконец отметим, что метод Гаусса требует меньшее количе-
ство вычислений, чем правило Крамера. 

Рассмотрим теперь систему уравнений 

 

Выполняя первый шаг прямого хода метода  Гаусса  выберем  первое 
уравнение ведущим и исключим с его помощью x 

 

Исключая из третьего уравнения y, получим 

 

Третье уравнение ни при каких x,y и z не может  быть  выполнено. По-
этому эта система  не  имеет  решений.  Определитель  исходной системы 
уравнений равен, как объяснено выше, 

. 
Можно доказать в общем виде, что у неоднородных систем уравнений 

с нулевым определителем  нет  решений,  то  есть  такие  системы уравнений 
несовместны. 

Рассмотрим теперь систему уравнений 

 

Исключая x из второго уравнения, получим 

 

Эта система содержит три неизвестных и два уравнения. Перенесем 
слагаемые с z в правую часть 

 

Переменные  x  и  y  называются  базисными,  а  переменная  z  - сво-
бодной. Обозначим  свободную  переменную  z  через  u.  Тогда получим,  
решая  систему,   бесчисленное    множество    решений 

 

Таким образом, данная система уравнений неопределённа. 
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Можно доказать, что любая система линейных уравнений имеет одно 
решение, или ни одного решения, или бесконечное множество решений. Си-
стема не может иметь конечное число решений большее одного. 

Имеет место теорема: 
ТЕОРЕМА 1. Всякая однородная система уравнений совместна и 
 1) при неравном нулю определителе определена; 
 2) при равном нулю определителе неопределена. 

 


