
1. Матрицы. Решение системы линейных уравнений матричным спо-
собом 

Вопросы лекции: Виды матриц, равенство матриц. Действия с матрицами. 
Единичная матрица. Обратная матрица. Решение системы линейных уравне-
ний с помощью матриц. 
 
1. Виды матриц, равенство матриц 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Матрицей размера   называется прямоугольная 
таблица чисел, состоящая  из  m  строк  и  n  столбцов 

                                                      (1) 

Числа, составляющие таблицу, называются элементами матрицы. Мат-
рицы обозначаются большими латинскими буквами A, B, C ... , a их элементы 
– малыми латинскими буквами a, b, c ... , первый индекс указывает на номер 
строки, а второй – на номер столбца. 

Нулевая матрица – матрица, состоящая из нулевых элементов, обозна-
чается O . 

Квадратная матрица – матрица размера . 
Треугольная матрица – квадратная матрица, у которой все элементы, 

расположенные ниже или выше главной диагонали, равны нулю. 
Диагональная матрица – квадратная матрица, у которой все элементы, 

расположенные вне главной диагонали равны нулю. 
 

2. Действия с матрицами 
Над матрицами определены следующие действия: сложение, вычита-

ние, умножение на число и на матрицу. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Матрица C есть сумма матриц A и B, если все три 

матрицы одинакового размера и 
       (2) 

Тогда пишут . Сложение матриц подчиняется двум законам 
A + B = B + A – коммутативный закон сложения, 
A + (B + C) = (A + B) + C – ассоциативный закон сложения. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Матрица C есть разность матриц A и B, если все 

три матрицы одинакового размера и 
                                                    (3) 

Тогда пишут  C = A – B. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Матрица C есть произведение числа a на матрицу 

A, если обе матрицы одинакового размера и 
                                                      (4) 

Тогда пишут   . Легко доказать следующие равенства 
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ПРИМЕР 1. Вычислить матричное выражение  3A + 2B - C, где 

. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Матрица C размером   называется произведе-
нием матриц A и B, если две последние имеют согласованные размеры  
и  соответственно и 

                                        (5) 
Тогда пишут C = AB. В формуле (5) используются элементы i строки 

матрицы A и элементы j столбца матрицы B, то есть строки первой матрицы 
"перемножаются" на столбцы второй матрицы. Из определения произведения 
матриц следует, что перемножаться могут матрицы, у которых число столб-
цов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. 

Матричное умножение подчиняется следующим законам: 
(AB)C = A(BC) – ассоциативный закон произведения, 
(A + B)C = AC + BC – дистрибутивный закон. 
 
Очень важно:  Матричное произведение не коммутативно, то есть 

матричные множители нельзя менять местами. 
 
ПРИМЕР 2. Вычислить произведения AB и BA, если 

  и  , тогда   

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Транспонированием матрицы называется операция 
замены строк на  столбцы.  Если  матрица  квадратная,  то  транспонирование 
сводится к  вращению  матрицы  на  180 градусов  относительно главной диа-
гонали. Операция транспонирования обладает следующими свойствами 

                                                     (6) 
                       (7) 

 
3. Единичная матрица. Обратная матрица 

Единичная матрица – диагональная матрица, диагональные элементы 
которой равны единице. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Квадратная матрица B  n-го  порядка называется 
обратной к квадратной матрице A, если 

. 
Обратную матрицу будем обозначать символом  .  
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ТЕОРЕМА  1.  Если матрица  A  имеет обратную матрицу, то 
 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как  , то вычисляя определитель по-
лучим 

, 
или 

    ч.т.д. 

ТЕОРЕМА 2. Если матрица A имеет отличный от нуля определитель, 
то она имеет обратную 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  Приведем доказательство для матриц третьего 
порядка. Пусть матрица A 

 

имеет отличный от нуля определитель. Рассмотрим матрицу  B 

 

Перемножим две матрицы 

 

Здесь использованы обозначения (значения сумм вычислены по теоре-
ме Лапласа) 

 

Аналогично доказывается, что BA = E. Таким образом, матрица B яв-
ляется обратной для A. 

ТЕОРЕМА 3. Если матрица имеет обратную, то обратная матрица 
единственна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть матрица A имеет две обратные матрицы  
B  и C, тогда 

AB = E и CA = E. 
Умножим первое равенство на C слева 

    ч.т.д. 
ПРИМЕР 2. Вычислить обратную матрицу 

. 

det A = 15, алгебраические дополнения 
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Тогда получим обратную матрицу 

 

 
4. Решение системы линейных уравнений с помощью матриц 

Вспомним некоторые определения из предыдущих лекций о системах 
линейных уравнений различных порядков. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Системой линейных алгебраических уравнений 
называется система вида 

 

Числа  называются коэффициентами системы уравнений. 
Числа  называются правыми частями системы уравнения. Величины 

 называются неизвестными, их число может не равняться числу 
уравнений. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Решением системы называются любые числа 
, которые при подстановке в систему уравнений обращают каждое 

уравнение в верное числовое равенство. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Матрицей коэффициентов системы линейных ал-

гебраических уравнений называется матрица 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Столбцом неизвестных и столбцом правых частей 
называются соответственно следующие матрицы 

 

Используя матричное исчисление, систему линейных уравнений можно 
записать в виде одного матричного уравнения 

. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Система линейных уравнений называется одно-

родной, если все ее правые части равны нулю и неоднородной  в  противном 
случае. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Система линейных уравнений называется сов-
местной, если она имеет хотя бы одно решение. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Система линейных уравнений называется несов-
местной, если она не имеет решений. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Совместная система линейных уравнений называ-
ется определенной, если она имеет ровно одно решение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Совместная система линейных уравнений называ-
ется неопределенной, если она имеет несколько решений. 
 
Решение системы линейных уравнений с помощью матриц 

Здесь уже отмечалось, что систему линейных уравнений можно запи-
сать в виде одного матричного уравнения AX = B. 

Пусть матрица A квадратная и её определитель отличен от нуля. Тогда 
существует обратная к A матрица. Умножим матричное уравнение на обрат-
ную матрицу слева 

 
или 

 
Таким образом, чтобы получить решение системы матричным спосо-

бом, нужно, обратную к матрице коэффициентов, матрицу умножить слева 
на столбец правых частей. 

Теперь можно сделать такой вывод: система линейных уравнений, мат-
рица коэффициентов которой имеет отличный от нуля определитель, имеет 
ровно одно решение. 

ПРИМЕР 3. Решить систему уравнений 

 

Составим матрицы 

 

Вычислим определитель  det A = -3, затем обратную матрицу 

 

Тогда получим 

  или  x=1, y=1 
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2. Определители второго и третьего порядков 

 



 



 


