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1 Раздел «Метрические пространства». Практическое занятие 
№ 39. Метрические пространства. Сжимающий оператор
План занятия:

a. Решение задач на метрические пространства;
b. Определение полноты;
c. Понятия о сжимающем операторе, неподвижной точке, непрерывном операторе.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие метрического пространства;

2) сформулируйте понятие метрики;

3) сформулируйте понятие фундаментальной последовательности;

4) сформулируйте понятие полного метрического пространства;

5) сформулируйте понятие сепарабельного метрического пространства;

6) сформулируйте понятие сжимающего оператора;
7) сформулируйте понятие неподвижной точки;
8) сформулируйте понятие непрерывного оператора.
Рассмотрим некоторые типовые примеры на понятие метрического пространства:

Пример 1.
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Необходимо показать, что [image: image2.png]0 — MeTpHKa.
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Замечание 1.
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Замечание 2.
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Пример 2.
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Решение. Выше уже было выяснено, что это пространство является сепарабельным. 

[image: image11.png]Ono Jsiu



 [image: image12.png]HEIHO OTHOCHTENBHO OOLIYHON OnepaluH CJAOXKEHHS:




[image: image13.png]E+ENO=xO+y©®

M yMHOMEHHS Ha CKa/sipel u3 moas R wan C. BBelem Teneph HOpMY,
noJiaras

Il = max Ix @1

BbINO/THeH e aKCHOM HODMBI JIEFKO npoBepﬂe-rcsi Hanpuwmep, 17 Bcex
%, y €Cla, bl u t € Cla, bl umeem:
) |lxll >0mn ||x|| _O@x(t)——o
2) llaxiT= el
!|x+YI|<llXH+H)’H ubo 1s moboro £€la, b] | x () + y() | <

<Ix@O1+1y O <max|x ()| maxly @ [=1xl+ Nyl

orkyaa || x 4y || :maXLx(t)-l-y(t)I el 4yl

Mbi panbiie puzem, uto C la, b] — nonnoe cenapaGesbHOe MeTi)Hlle
ckoe npoctpanctso. Takum ofpasoM, mnpoctpanctso Cla, b
6aHaXxoBoO.




Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 9-10 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта).

Вариант № 1
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С метрикой [image: image16.png]llxll = (f;x(rnmﬁz).
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. Показать, что пространства Лебега нормированные с указанной нормой.

Вариант № 2

Пространства [image: image18.png][P



. Будем рассматривать всевозможные последовательности (х1, х2, х3, . . . )=х вещественных или комплексных чисел, для которых 
[image: image19.png](Eixkl") <400, p>1.



. Норма [image: image20.png]el = (ilmﬂ )T.
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Показать, что указанное пространство является полным.

2 Раздел «Дифференциальные уравнения»
2.1 Практическое занятие № 40. Понятие о дифференциальных уравнениях. 3адача Коши. Теорема Коши
План занятия:

a. Решение простейших дифференциальных уравнений;

b. Задачи с начальными условиями.

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие дифференциальных уравнений, обыкновенных, в частных производных;

2) дайте понятия решения и интеграла дифференциальных уравнений;

3) дайте понятие простейшего дифференциального уравнения;

4) сформулируйте понятие о начальных условиях;

5) сформулируйте понятие о задаче Коши;

6) сформулируйте теорему о существовании и единственности решения дифференциального уравнения.

Рассмотрим решение простейших дифференциальных уравнений.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 2-3 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).
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Найдём решение простейших дифференциальных уравнений с начальными условиями.

Пример 3.
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Решаем самостоятельно следующие задачи по вариантам.
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

2.2
Практическое занятие № 41. Семейство кривых, интегральные кривые
План занятия:

a. Построение семейства кривых для конкретной задачи

b. Связь между решением уравнения и соответствующей интегральной кривой.

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие дифференциальных уравнений, обыкновенных, в частных производных;

2) сформулируйте понятие семейства кривых;

3) продемонстрируйте связь между решением уравнения и соответствующей интегральной кривой.

Рассмотрим задание на построение семейства кривых для решения дифференциального уравнения, а также связь между решением уравнения и соответствующей интегральной кривой.
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Пример 1.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

2.3
Практическое занятие № 42. Однородные уравнения первого порядка
План занятия:

a. Решение уравнений с разделёнными переменными;

b. Решение уравнений заменой переменных;

c. Однородные уравнения 1–го порядка.

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие дифференциальных уравнений с разделёнными переменными;

2) поясните ход решения дифференциальных уравнений с разделёнными переменными;

3) ход решения дифференциальных уравнений методом замены переменных;

4) сформулируйте понятие однородной функции  n-го измерения;

5) сформулируйте понятие однородного дифференциального уравнения 1–го порядка;

6) поясните ход решения однородного дифференциального уравнения 1–го порядка.

Рассмотрим решение уравнения с разделёнными переменными.

Пример 1.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 6-7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2
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Решим следующую задачу заменой переменных, при этом дифференциальное уравнение является однородным уравнением 1-го порядка.

Пример 2.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3
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	Вариант № 4
	Вариант № 5
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

2.4
Практическое занятие № 43. Методы решения дифференциальных уравнений 1-го порядка
План занятия:

a. Решение линейных уравнений 1-го порядка методом замены произведением двух функций, их выбор;

b. Метод решения уравнения Бернулли;

c. Решение уравнений в полных дифференциалах;

d. Применение интегрирующего множителя.

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие линейного дифференциального уравнения 1-го порядка;

2) поясните, в чём состоит метод решения линейных дифференциальных уравнений 1-го порядка;

3) поясните выбор функций, в методе замены;

4) покажите возможность при нахождении первого множителя приравнять постоянную интегрирования к нулю;

5) сформулируйте понятие дифференциального уравнения Бернулли;

6) поясните, как дифференциальное уравнение Бернулли сводится к линейному дифференциальному уравнению 1-го порядка;

7) сформулируйте понятие дифференциального уравнения в полных дифференциалах;

8) поясните ход решения дифференциального уравнения в полных дифференциалах;

9) в каком случае необходимо применять интегрирующий множитель;

10) поясните ход решения дифференциального уравнения сводимого к уравнению в полных дифференциалах с помощью интегрирующего множителя.

Решим линейное уравнение 1-го порядка методом замены произведением двух функций.

Пример 1.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 6-7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image54.bmp]
	[image: image55.png]Y+ 2xy=xe",






В следующей задаче поясняется методика решения уравнения Бернулли.
Пример 2.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 6-7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image60.png]¥+ 2xy=2x%"




	[image: image61.png]





Решим уравнение в полных дифференциалах.

Пример 3.
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Решаем самостоятельно следующие задачи по вариантам.

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image64.png]



	[image: image65.png]Y Ux 4 2 x dy = 0.






Решим уравнение на применение интегрирующего множителя.

Пример 4.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 6-7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image69.png](1 +xy) dx — % dy =0,
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

2.5
Практическое занятие № 44. Дифференциальные уравнения высших порядков
План занятия:

a. Нахождение общего решения уравнения, общий интеграл, частное решение, интегральная кривая

b. Решение различных типов уравнения 2-го порядка

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие общего решения дифференциальных уравнений высших порядков;

2) сформулируйте понятие общего интеграла дифференциальных уравнений высших порядков;

3) сформулируйте понятие частного решения и интеграла дифференциальных уравнений высших порядков;

4) сформулируйте понятие интегральной кривой;

5) что значит специальные виды уравнений 2-го порядка, их решение.

Рассмотрим решение дифференциальных уравнений высших порядков.

Пример 1.
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Пример 2.
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Пример 3.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 6-7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image79.png]



	[image: image80.png]





Рассмотрим далее решение различных типов уравнения 2-го порядка.

Пример 4.
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Пример 5.
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Пример 6.
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Решаем самостоятельно следующие задачи по вариантам.

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image91.png]



	[image: image92.png]




	Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие начальным условиям:

	Вариант № 3
	[image: image93.png]




	Вариант № 4
	[image: image94.png]





Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

2.6
Практическое занятие № 45. Линейные однородные дифференциальные уравнения высших порядков 

План занятия:

a. Решение линейных однородных дифференциальных уравнений высших порядков нахождением корней характеристического уравнения.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие линейного однородного дифференциального уравнения высших порядков;

2) поясните ход решения линейных однородных дифференциальных уравнений высших порядков;

3) покажите зависимость решения линейного однородного дифференциального уравнения высших порядков от корней характеристического уравнения.
Приведём пример решения линейных неоднородных дифференциальных уравнений высших порядков с помощью вычисления корней характеристического уравнения.

Пример 1.

Решить уравнение: [image: image95.png]Y

—5y'—6y=0



.
Решение. Заменяя в данном дифференциальном уравнении функцию у единицей, а ее производные соответствующими степенями r, напишем его характеристическое уравнение:
[image: image96.png]


 [image: image97.png]
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Пример 2.

Решить уравнение:  [image: image99.png]y(él) + 13y(2) + 36!] =0



.
Решение. Этому дифференциальному уравнению соответствует характеристическое уравнение
[image: image100.png]rid-
13r2 1
36
= (]



    или    [image: image101.png](r24-4)(r2 4+ N =0.




Оно имеет две пары мнимых сопряженных корней rl,2=±2i, r3,4 = ±3i. Согласно правилу 2, общий интеграл данного уравнения 
[image: image102.png]y=C,co32x4+C,sin 2x-+ Cycos 3x -



 [image: image103.png]C, sin 3x.




Пример 3.

Решить уравнение:  [image: image104.png]Yy 4 Q'S 3 = (),



.
Решение. Этому дифференциальному уравнению соответствует характеристическое уравнение
[image: image105.png]r?
Ord 1.
r3
=0



    или   [image: image106.png]r3 (,2_‘_: 2= 0.




Оно имеет трехкратный действительный корень r = 0 (r1 = r 2 = r г3 = 0) и пару двукратных мнимых сопряженных корней  
r = ± i (r4 = r5 = i, r6 = r7 = - i).
Согласно правилам 3 и 4, общий интеграл этого уравнения
[image: image107.png]Yy=C,+Cox+Cx* 4 (Cq+



[image: image108.png]C.x)cosx -+ (C, =+ Cqx) sin x.




Пример 4.

Найти частный интеграл уравнения, удовлетворяющий указанным начальным условиям::  [image: image109.png]Yy 4y +oy=0; y(0)=—3, y (U)==~L.



.
Решение. Вначале находим общий интеграл данного уравнения. Его характеристическое уравнение
[image: image110.png]r2d-4r L 5=




имеет корни rl,2 = -2 ± i. Поэтому, согласно правилу 2, общий интеграл
[image: image111.png]



Далее, используя начальные условия, определяем значения постоянных С1 и С2. Подставляя в общий интеграл заданные значения х = 0, у = -3 (первое начальное условие), получим 

[image: image112.png]~3=e°(C, cos0-+-C,sin0) unu —3=0C,.




Дифференцируя общий интеграл (как произведение) 

[image: image113.png]Yy =e " [(C,—2C,) cos x— (C, + 2C,) sin x|




и подставляя в результат заданные значения х = 0, у' = 0  (второе начальное условие), получим второе уравнение с неизвестными С1 и С2: 

[image: image114.png]O0=2e"|(C, —2C,)cos 0—(C;+2C,)sin 0] uau Cy—2C, =0.




Решая полученные уравнения, как систему, найдем, С1 = -3, С2 = -6. 

Подставляя значения С1 и С2  в общий интеграл, получим искомый частный интеграл данного уравнения, удовлетворяющий данным начальным условиям: 
[image: image115.png]y=—3e~ 2% (Ccos x -}- 2 sii X).




Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3

	[image: image116.png]



	[image: image117.png]SV 13y 4 36y





	[image: image118.png]





Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.
2.7
Практическое занятие № 46. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения высших порядков
План занятия:

a. Решение линейных неоднородных дифференциальных уравнений высших порядков нахождением корней характеристического уравнения.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие линейного неоднородного дифференциального уравнения высших порядков;

2) приведите ход решения линейного неоднородного дифференциального уравнения высших порядков для правой части – многочлен n-й степени;

3) приведите ход решения для случая, когда в правой части находятся тригонометрические функции;

4) приведите ход решения для случая, когда в правой части находятся и многочлен некоторой степени, и тригонометрические функции.

Приведём пример решения линейных неоднородных дифференциальных уравнений высших порядков.

Пример 1. [image: image119.png]Pewntt ypastenhe.

YV —y=beosx.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).
	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3

	[image: image121.png]yll+4y=56x




	[image: image122.png]d3x |, dx
st E=e e~t 46t




	[image: image123.png]y® 2y 1y =8 cosx





	Вариант № 4

	[image: image124.png]Y -2y -+ y—=xe*cosx






Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

2.8 
Практическое занятие № 47. Контрольная работа № 4 по 7-му разделу
Выполнение контрольной работы по вариантам.
Вариант № 1
№ 1.
Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными:    
[image: image125.wmf](
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№ 2.
Найти общее решение однородного дифференциального уравнения:


[image: image126.wmf]2

2

2

-

=

¢

x

y

y


№ 3.
Найти общее решение дифференциального уравнения, приведя их с помощью замены переменных к линейным или однородным:


[image: image127.wmf]4

2

5

2

+

-

-

-

=

¢

y

x

x

y

y


№ 4.
Найти общее решение дифференциального уравнения в полных дифференциалах:
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№ 5.
Найти общее решение неоднородного дифференциального уравнения, находя их частные решения :    
[image: image129.wmf]x
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Вариант № 2

№ 1.
Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными:    
[image: image130.wmf]2
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№ 2.
Найти общее решение однородного дифференциального уравнения:
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№ 3.
Найти общее решение дифференциального уравнения, приведя их с помощью замены переменных к линейным или однородным:
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№ 4.
Найти общее решение дифференциального уравнения в полных дифференциалах:
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№ 5.
Найти общее решение неоднородного дифференциального уравнения, находя их частные решения :    
[image: image134.wmf]x
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Вариант № 3
№ 1.
Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными:    
[image: image135.wmf]y

x

y

y

2

1

-

=

¢

.

№ 2.
Найти общее решение однородного дифференциального уравнения:


[image: image136.wmf]ydy
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№ 3.
Найти общее решение дифференциального уравнения, приведя их с помощью замены переменных к линейным или однородным:


[image: image137.wmf](
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№ 4.
Найти общее решение дифференциального уравнения в полных дифференциалах:


[image: image138.wmf](
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№ 5.
Найти общее решение неоднородного дифференциального уравнения, находя их частные решения :    
[image: image139.wmf]x
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Вариант № 4

№ 1.
Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными:    
[image: image140.wmf]a
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№ 2.
Найти общее решение однородного дифференциального уравнения:
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№ 3.
Найти общее решение дифференциального уравнения, приведя их с помощью замены переменных к линейным или однородным:


[image: image142.wmf](
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№ 4.
Найти общее решение дифференциального уравнения в полных дифференциалах:
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№ 5.
Найти общее решение неоднородного дифференциального уравнения, находя их частные решения :    
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2.9
Практическое занятие № 48. Системы линейных дифференциальных уравнений
План занятия:

a. Нахождение общего решения системы двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятия, связанные с системами двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка;

2) продемонстрируйте на примере ход решения системы двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка;

3) поясните ход решения системы двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка в общем виде.

Решим систему двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка.

Пример 1.
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Пример 2.
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Пример 3.
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Решаем самостоятельно следующие задачи по вариантам.
	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3

	[image: image153.png]



	[image: image154.png]



	[image: image155.png]dx






	Вариант № 4

	[image: image156.png]





Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.
3 Раздел «Кратные, криволинейные и поверхностные
интегралы»
3.1 Практическое занятие № 49. Двойной интеграл, его приложения
План занятия:

a. Вычисление объёма криволинейного цилиндра, площадей и объёмов с помощью двойного и двукратного интеграла;

b. Порядок интегрирования.

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) поясните получение интегральной суммы для некоторой области;

2) сформулируйте понятие двойного интеграла;

3) сформулируйте свойство о двойном интеграле от суммы двух функций;

4) сформулируйте свойство о константе под знаком двойного интеграла

5) сформулируйте свойство о разбиении области интегрирования для двойного интеграла;

6) поясните ход вычисления двойного интеграла;

7) поясните ход вычисления объёма криволинейного цилиндра;

8) поясните  ход  рассуждений для вычисления площадей и  объёмов с 

помощью двойного и двукратного интеграла.
Рассмотрим решение некоторых типовых задач на вычисление двойных (двукратных) интегралов.

Пример 1.

Вычислить двукратный интеграл:

[image: image157.png]Ixledx‘quw ) dy




Решение. Сначала вычисляем внутренний интеграл, где у является переменной, а х постоянной:

[image: image158.png]Stv—v-rlr tremxy= 1 4y T =




Далее вычисляем внешний интеграл, – полученный результат интегрируем по х:

[image: image159.png]



Пример 2.
Вычислить двойной интеграл [image: image160.png]\S xy dxdy



, если область [image: image161.png]



Решение. Построив область D (рисунок), будем сначала интегрировать по х, а затем по у. При этом, разрешая уравнение границы области D (эллипса) относительно х, найдем пределы внутреннего интеграла (с переменной х):

[image: image162.png]



Пределы внешнего интеграла (с переменной у) найдем как ординаты самой нижней и самой верхней точек области D (или как наименьшее и наибольшее значения у во всей области D): у =-2 и у = 2. 

Подставляя найденные пределы и интегрируя, получим

[image: image163.png]g”nmxdga fyay xdx = fydy 0=0
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так как пределы внутреннего интеграла отличаются только по знаку, а его подынтегральная функция нечетная. Тот же результат получим, интегрируя сначала по у, а затем по х:

[image: image164.png]



Здесь границы изменения у (пределы внутреннего интеграла) найдены из уравнения эллипса путем решения его относительно у; границы изменения х (пределы внешнего интеграла) найдены как наименьшее и наибольшее значения х во всей области D.

Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3

	[image: image165.png]



	[image: image166.png]\”S xydxdy, ecan o6nacts D:



 прямоугольник, ограниченный прямыми [image: image167.png]x=0, x




 [image: image168.png]


 
	[image: image169.png]fdy 3" (x4 2y) dx;






Рассмотрим далее вопрос изменения порядка интегрирования в интеграле.

Пример 3.

Изменить порядок интегрирования в интеграле:

[image: image170.png]Flx n)dy
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Решение. Вначале по пределам интегрирования определяем область интегрирования. Полагая х равным пределам интеграла с переменной х, а у равным пределам интеграла с переменной у, получим уравнения линий, ограничивающих эту область: 

х = – 2, х =2, у = х2, у = 4.

Построив эти линии на рисунке, получим параболический сегмент ОАВ, симметричный оси Оу. 

Интегрируем в другом порядке – вначале по х, затем по у. Пределы внутреннего интеграла находим, разрешая относительно х уравнение параболы [image: image171.png]


 Пределы внешнего интеграла у = 0 и у = 4 находим как наименьшее и наибольшее значения у во всей области ОАВ. Следовательно,
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Изменить порядок интегрирования в интеграле

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image173.png]S‘dy (lum




	[image: image174.png]





Рассмотрим далее вопрос вычисления двойного интеграла в полярных координатах.

Пример 4.

Вычислить двойной интеграл [image: image175.png]


, если область D: 

круговой сектор, ограниченный линиями [image: image176.png]p=a, p=



 и [image: image177.png]


.

Решение.  Построив окружность [image: image178.png]


 и лучи, образующие с полярной осью углы [image: image179.png]


, получим круговой сектор ОАВ с центром в полюсе О (рисунок). Интегрируя вначале по (, затем по (, получим
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Вычислить двойной интеграл[image: image181.png]


, если область D:

	Вариант № 1
	[image: image182.png]noaykpyr p<2acosg, 0<g=7





	Вариант № 2
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Рассмотрим далее вопрос вычисления объёмов тел с помощью двойного интеграла.

Пример 5.

Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями:

[image: image184.png]


 

Решение. Данное тело (рисунок) представляет вертикальный цилиндр, который сверху ограничен частью плоскости [image: image185.png]


, а снизу – частью плоскости хОу, заключенной между параболой [image: image186.png]


 и прямой [image: image187.png]



Объем этого тела 
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При интегрировании в другом порядке

[image: image190.png]68

S"M—x—y)d/ =





Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 7 студентов по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).
	Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	Цилиндром [image: image191.png]x4yt



 и плоскостями [image: image192.png]x+y+

2a,



 [image: image193.png]



	Эллиптическим параболоидом [image: image194.png]=5+

s



 и плоскостями [image: image195.png]





Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

3.2
Практическое занятие № 50. Тройной интеграл, его приложения
План занятия:

a. Применение и вычисление тройного интеграла, замена переменных;
b. Вычисление момента инерции и координат центра тяжести тела.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) поясните получение интегральной суммы для пространственной области;

2) сформулируйте понятие тройного интеграла;

3) сформулируйте понятие правильной пространственной области;

4) сформулируйте понятие трёхкратного интеграла;

5) сформулируйте свойства, аналогичные свойствам двойного интеграла;

6) сформулируйте свойство, позволяющее вычислить тройной интеграл с помощью трёхкратного;

7) поясните, как можно использовать тройной интеграл для вычисления объёма тела;

8) покажите, как можно произвести замену переменных в тройном интеграле;

9) вычисление тройного интеграл в сферических координатах;

10) вычисление момента инерции и координат центра тяжести тела.
Рассмотрим решение типовых задач на вычисление с помощью тройных интегралов.

Пример 1.

Вычислить трехкратный интеграл [image: image196.png]{ax§ay§@araa





построить его область интегрирования.

Решение. Последовательно вычисляем три обыкновенных (однократных) определенных интеграла, начиная с внутреннего:

[image: image197.png]L={@+ad—
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Здесь, как и при вычислении двукратного интеграла, можно пользоваться более краткой записью:

[image: image199.png]



Для построения области интегрирования данного трехкратного интеграла пишем вначале уравнения поверхностей, ограничивающих эту область. Приравнивая переменную интегрирования каждого интеграла его пределам, получим следующие уравнения: 

[image: image200.png]



Построив в системе координат Oxyz поверхности, соответствующие этим уравнениям (рисунок), видим, что ограниченная ими область есть прямой цилиндр, образующие которого параллельны оси [image: image201.png]Oz,




Пример 2.

Вычислить тройной интеграл [image: image202.png]1=fff e



, если область G ограничена плоскостями: [image: image203.png]X4y 0, y=0, z=0




Решение.  Построим данные плоскости. Ограниченная ими область G есть тетраэдр ОABC (рисунок). Любая прямая, проходящая внутри этого тетраэдра параллельно оси Oz, пересекает его границу (поверхность) в двух точках. Поэтому вычисление данного тройного интеграла сводится к последовательному вычислению обыкновенного интеграла с переменной z и двойного интеграла с переменными х и у. Пределами однократного интеграла будут значения [image: image204.png]z=2,=0



 (из уравнения плоскости АВС) и [image: image205.png]


 (из уравнения плоскости ABC); областью интегрирования двойного интеграла будет треугольник АВО (проекция тетраэдра на плоскость хОу). Следовательно,

[image: image206.png]



Вычисляя внутренний однократный интеграл, а затем двойной интеграл, получим:

[image: image207.png]



Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).
	Вычислить 

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3

	[image: image208.png]fue e




	[image: image209.png]§§§u—nrV=gaa e,




где G - куб, ограниченный

плоскостями [image: image210.png]



	[image: image211.png]Vadsdydz,




где область G расположена в первом октанте и ограничена конусом [image: image212.png]


  и плоскостями [image: image213.png]


 [image: image214.png]y=0, z






Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

3.3
Практическое занятие №51. Криволинейные интегралы
План занятия:

a. Кусочно-гладкая ориентированная кривая;

b. Определение направления интегрирования;

c. Решение задач на вычисление криволинейного интеграла двух типов
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие кусочно-гладкой ориентированной кривой;

2) приведите формулу вычисления работы силы по кривой;

3) сформулируйте понятие криволинейного интеграла;

4) ориентация кривой интегрирования, замкнутая кривая;
5) сформулируйте свойство определения криволинейного интеграла подынтегральным выражением, формой кривой интегрирования и указанием направления интегрирования;

6) сформулируйте понятие циркуляции вектора F по замкнутому контуру L;

7) сформулируйте теорему существования криволинейного интеграла;

8) приведите вывод формулы вычисления криволинейного интеграла с помощью определённого интеграла от функции одной переменной.
Рассмотрим следующий пример на указанную тему.
Пример № 1. Вычислить криволинейный интеграл от тройки функций 
х3; 3zу2; – x2у  (или, что то же, от векторной функции  х3i + 3zу2j – x2уk)  вдоль отрезка прямой, идущего от точки М(3; 2; 1) до точки N (0; 0; 0). 

Решение. Для того чтобы найти параметрические уравнения линии MN, вдоль которой надлежит интегрировать, напишем уравнение прямой, 
проходящей через две точки: 

[image: image215.png]



обозначив все эти отношения одной буквой t, получим уравнения прямой в параметрическом виде: 
[image: image216.png]x=3t, y=214¢, z==




При этом началу отрезка MN соответствует, очевидно, значение параметра  t = 1, а концу отрезка – значение  t = 0. Производные от  х, у, z  по параметру t  (которые понадобятся при
вычислении криволинейного интеграла) находятся следующим образом
[image: image217.png]xt=3, yi=2, z1=1.




Теперь искомый криволинейный интеграл можно вычислить с помощью формулы:
[image: image218.png](N) 0 0
S 28 dx-82y? dy—xPy dz = S [(36)8-3-13¢.(26)2.2— (30)2-2¢-1] dt = S 874 di=
M) 1 1



[image: image219.png]87

4.




В случае, когда необходимо решить задачу о вычислении работы переменной силы F на некотором криволинейном пути L, применяют формулу

[image: image220.png](0]

A= X(x,y, 2)dx+Y (x, 9, 2)dy+Z (x, y, 2) dz.
(M)




При этом сила  F = Х(х, у, z)i + Y(x, у, z)j + Z(x, у, z)k вдоль линии 
L = MN.
Рассмотрим пример, вычисления работы силы в конкретном случае. 
Пример № 2. Определить работу А силы тяжести F при перемещении массы  m  из точки М1(а1,b1,c1) в точку  М2(а2,b2,с2) по произвольному пути L. 

Решение. Проекции силы тяжести F на оси координат равны 
[image: image221.png]X=0, Y=0, Z=—mg.




Следовательно, искомая работа 

[image: image222.png](M) Cs
A= § de—{-Ydy—{—Zdz:S(—mg) dz=mg (c;—Cs).
(M,) Cy




Следовательно, в этом случае криволинейный интеграл не зависит от пути интегрирования, а зависит только от начальной и конечной точек. Точнее, работа силы тяжести зависит только от разности высот конечной и начальной точек пути.
Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).
	Вариант № 1. [image: image223.png]


 где L – отрезок прямой у = ½ х – 2, заключенный между точками  А(0, –2)  и  В(4, 0).

	Вариант № 2.  [image: image224.png]{2 +y2nds,

I



  где L – окружность  x = a cos t, y = a sin t.

	Вариант № 3. [image: image225.png]§yds,
L



 где L – дуга параболы  у2 = 2рх, отсеченная параболой  х2 = 2ру.

	Вариант № 4. [image: image226.png]S;xy ds,



 где L – четверть эллипса  [image: image227.png]aﬂ+
Vs
=]



, лежащая в первом квадранте.

	Вариант № 5. Вычислить  [image: image228.png]§ x— ) ds,

1



, где L – окружность  х2 + у2 = ах. 

	Вариант № 6.  Вычислить  [image: image229.png]2 ds,
vaxz_

I,



, где L – линия, заданная уравнением (х2 + у2)2 = а2(х2 – у2) (х ( 0) (половина лемнискаты).


Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

3.4
Практическое занятие № 52. Поверхностные интегралы
План занятия:

a. Решение задач на вычисление поверхностного интеграла.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) приведите рассуждения, приводящие к понятию поверхностного интеграла;

2) приведите механическое толкование получения каждого слагаемого интегральной суммы;
3) сформулируйте понятие потока векторного поля;

4) приведите способ вычисления поверхностного интеграла/
Рассмотрим решение типичных задач на указанную тему.

Пример № 1. Положительный электрический заряд е, помещенный в начале координат, создает векторное поле, так что в каждой точке пространства определяется вектор F по закону Кулона: 
[image: image230.png]F=kFk

e

—_—
r2




где r – расстояние рассматриваемой точки от начала координат; 
[image: image231.wmf]r

r

 –единичный вектор, направленный по радиус-вектору данной точки (рисунок);  k –  постоянный коэффициент. Определить поток вектор-поля через сферу радиуса R
с центром в начале координат.
Решение. Принимая во внимание, что r = R = const,

имеем 
[image: image232.png]SS k%rn d0=‘% SS rndo,
c o




Последний интеграл равен площади поверхности  (. Действительно, по определению интеграла (учитывая, что   
[image: image233.wmf]1

=

n

r

r

r

) получим 

[image: image234.png]Sgrndo— lim ZrknkAok— lim onh_o

o Aak-» ak—>0




Следовательно, поток равняется   [image: image235.png]1’;: 0= %7 R" 4R = Athe



.
Пример № 2. Определить статический момент относительно плоскости  Оху  и положение центра масс однородной полусферы  G  (плотности 1):
x2 + y2 + z2 = R2   (x ( 0).

Решение. Можем записать:
[image: image236.png]M, =//zda=//\/R2—:c2——y2 1+<_8_z_ 2+ é—z-)zdxdy
v . /S Or Oy ’




где  D – круг  x2 + y2 ( R2,   z = 0. Т.к. на полусфере  xdx + ydy + zdz = 0, то 

[image: image237.png]



откуда

[image: image238.png]8z’ ( \/:c2+y +22 R
1+(—~) + ——
Oz 0y ~ /RZ -2 —y?




и

[image: image239.png]Mmyz//zdaz/ Rdxdy:R//dmdyzR-wR2=WR3.
o D D




Определим теперь координаты центра масс полусферы. В силу симметрии   xo = yo = 0.
Далее, т.к. площадь  Q  поверхности полусферы  G  есть  2(R2, то

[image: image240.png]



Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).
	Вариант № 1. Вычислить интеграл: [image: image241.png]§§(t2xt3o)a



 где S – часть плоскости   [image: image242.png]


[image: image243.png]


, лежащая в первом октанте.

	Вариант № 2. Вычислить интеграл: [image: image244.png]R



 где S – часть сферы    [image: image245.png]x4
12
4-22=
R?



, лежащая в первом октанте.

	Вариант № 3. Вычислить интеграл: [image: image246.png]{ {22 dg,



 где S – полусфера

 [image: image247.png]2=y RE—xt—1f



.

	Вариант № 4. Вычислить поверхностный интеграл

[image: image248.png]ngdydz+ydxd2+2dxdyv

K




где  S – положительная сторона куба, составленного плоскостями  х = 0, 

у = 0, z = 0,  х = 1, у = 1, z = 1.        


	Вариант № 5. Вычислить поверхностный интеграл  [image: image249.png]S g zdx dy,

S



 где  S –внешняя сторона эллипсоида   [image: image250.png]x2

a2

+



 [image: image251.png]¥
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	Вариант № 6. Вычислить поверхностный интеграл

[image: image252.png]($xzdxdy+xydydz+ yz dx de,
R




где S – внешняя сторона пирамиды, составленной плоскостями  х = 0, 

у = 0, z = 0   и   х + у + z = 1.


Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.
4 Раздел «Теория функций комплексного переменного»

4.1 Практическое занятие № 53. Производная функции комплексного переменного. Условия Коши-Римана

План занятия:

a. Вычисление предела функции комплексного переменного;

b. Решение задач на основные свойства производной функции комплексной переменной;

c. Решение задач на конформные отображения;

d. Условия Коши–Римана;

e. Установление аналитичности ф.к.п.;
f. Гармонические и обратные функции.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие функции комплексного переменного;

2) сформулируйте понятия однозначной и многозначной функции комплексного переменного;

3) сформулируйте понятия областей определения и значений функции комплексного переменного;

4) сформулируйте понятие предела функции комплексного переменного;

5) сформулируйте понятие непрерывности функции комплексного переменного;

6) сформулируйте свойства пределов функции комплексного переменного;

7) сформулируйте понятие производной функции комплексного переменного;

8) сформулируйте понятие аналитической функции комплексного переменного;

9) сформулируйте свойства производной функции комплексного переменного.
10) что означает сохранение углов для функции комплексного переменного при заданном отображении комплексной плоскости в себя;

11) что происходит с расстояниями при заданном отображении комплексной плоскости в себя с помощью функции комплексного переменного;

12) сформулируйте понятие конформного отображения;

13) сформулируйте свойство аналитической функции при конформном отображении;

14) приведите ход рассуждений, приводящих к получению условий Коши–Римана;

15) приведите сами условия Коши–Римана;

16) сформулируйте теоремы (прямую и обратную), устанавливающую связь между выполнимостью условий Коши–Римана и существованием производной функции комплексного переменного;

17) сформулируйте теорему, устанавливающую связь между выполнимостью условий Коши–Римана и аналитичностью функции комплексного переменного;

18) сформулируйте понятие гармонической функции, уравнения и оператора Лапласа;

19) сформулируйте понятие обратной функции для ф.к.п.

Рассмотрим решение типичных задач на данную тему.

Пример 1.

Функция   
[image: image253.wmf]2
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  задана на всей комплексной плоскости. Значениями её являются неотрицательные числа. Покажем, что она непрерывна во всех точках комплексной плоскости:
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Пример 2.

Функция   
[image: image255.wmf](
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 4-5 студентов по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).
	Установите, является ли данная функция непрерывной

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3
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Как известно, задача, обратная для прямой, должна содержать в качестве условия то, что являлось заданием для прямой, и наоборот. Рассмотрим решение задачи являющейся модифицированной для обратной.

Пример 3.

Пусть  G  получается из плоскости исключением полуоси  y = 0,  x ( 0. Функция  
[image: image260.wmf](

)

2

2

ln

2

1

)

,

(

y

x

y

x

u

+

=

 является гармонической в этой области (в чём мы убедимся на следующей практике). Найти мнимую часть функции комплексного переменного.

Решение. Запишем условия, при которых существует производная 

функции комплексного переменного:
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поэтому
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К примеру, точка  M(x, y)  лежит в правой полуплоскости  (x > 0), то, интегрируя вдоль двухзвенной ломаной ANM, получим
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Если точка  M(x, y)  лежит во втором (или третьем) координатном угле (x ( 0,  y ( 0), то, ин-

тегрируя вдоль двухзвенной ломаной AL’ M (соответственно AL’’ M), получим
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Можем сделать вывод, что   
[image: image266.wmf](
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  во всех точках  G. следовательно, 
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 2-3 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).

	Представить заданную функцию 
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	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3
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	Вариант № 4
	Вариант № 5
	Вариант № 6
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Пример 4.

Доказать, что [image: image277.png](e)\t)r
= e



 где [image: image278.png]


 – произвольное комплексное число. 

Решение. Практически нам нужно вычислить производную. Пусть 

[image: image279.png]


 тогда [image: image280.png]z(t) = e™ cos Gt



 и [image: image281.png]


[image: image282.png]et sin Gt.



 Отсюда находим:

[image: image283.png]z'(t) = ae®! cos Bt — Be®! sin f3t,

y'(t) = ae® sin Bt + Be?t cos GBt.




Следовательно,

[image: image284.png]2 (t) == x'(t) + 1y’ (t) =



[image: image285.png](ae™ cos ft — Bet sin Bt) + i(ae®t sin Bt + Be™ cos Bt) =




[image: image286.png]= ae®t(cos Bt + isin Bt) + iBe® (cos Bt + i sin t) =




[image: image287.png]— ae(a-&-iﬂ)t +iﬁc(a+i/3)t — (a +’L,8) (at+if)t . Ae\t




Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).

	Найти  [image: image288.png]




	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image289.png]r=1—i+ted '
e'd, t € (—oo, +00)




	[image: image290.png]z =23t +e7 % t € (—00, +00)





	Вариант № 3

	[image: image291.png]z =12 +it?, t € (—o0, +00)






Замечание. В МУ к самостоятельной работе указывается, как решать задачи на вычисление линейных комбинаций производных.

Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image292.png]" (t) + 462(t); z(t) = e? cos 3t




	[image: image293.png](1) — z(t): z(t) = t3sint





	Вариант № 3
	Вариант № 4

	[image: image294.png]2" () — ' (t) + (5/4)x(t); x(t) = e'/? sint




	[image: image295.png]2"(t) — 22/ (2) + 52(t); z(t) = efsin2tV/1 + ¢2






Пример 5.

Показать, что функция   
[image: image296.wmf]2
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  не является аналитической на плоскости  z.

Решение. Данная функция может быть записана в виде:


[image: image297.wmf](
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где  u 
[image: image298.wmf]/

º

 0  и  v ( 0, которые являются действительными функциями, очевидно, не удовлетворяющими условиям Коши-Римана.

Пример 6.

Проверить выполнение условий Коши-Римана для действительной и мнимой частей функция   
[image: image299.wmf]z

w
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.

Решение. При подготовке к текущему занятию Вы должны были по методическим указаниям к самостоятельной работе познакомиться с получением  действительной и мнимой частей данной функции:
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Проверяем условия Коши-Римана:
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Очевидно, что
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)

y

x

x

v

y

u

,

"

¶

¶

-

=

¶

¶

,

тем самым условия Коши-Римана выполнены, а, значит, данная функция является аналитической, т.к. частные производные первого порядка от функций  u   и   v  непрерывны для любых точек  (x, y). 

Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 2-3 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).

	Проверить, является ли данная функция 
[image: image305.wmf](
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, аналитической (используя результаты, полученные на предыдущем занятии). Если является, то найти значение её производной в точке  zo.

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3
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	Вариант № 4
	Вариант № 5
	Вариант № 6
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Пример 7.

Пусть  G  получается из плоскости исключением полуоси  y = 0,  x ( 0. Показать, что функция  
[image: image320.wmf](
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Решение. Запишем частные производные для данной функции:
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Вычисляем вторые производные
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Подставим полученные выражения в уравнение Лапласа  
[image: image325.wmf]0
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Тем самым, данная функция является гармонической.

Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 2-3 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).

	Выяснить, является ли данная функция гармонической, существует ли такая аналитическая функция  f(z), у которой  Re f(z) = u  (или Im f(z) = v).

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3
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	Вариант № 4
	Вариант № 5
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	[image: image333.png]ulz,y) =2zy+3, 0<]z] <400






Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

4.2
Практическое занятие № 54. Интеграл от комплексной функции, его физический смысл
План занятия:

a. Применение свойств интегралов функций комплексной переменной, теоремы и формулы Коши;
b. Выполнение контрольной работы № 5 по 8-му и 9-му разделам.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) поясните ход рассуждений, приводящих к вычислению интеграла от функции комплексной переменной с помощью обыкновенных интегралов;

2) сформулируйте понятие о кусочно-гладких и ориентированных кривых;

3) сформулируйте 1-ю теорему Коши (о равенстве нулю интеграла от 
аналитической функции по любому кусочно-гладкому замкнутому контуру);

4) сформулируйте 2-ю теорему Коши (о равенстве нулю интеграла от аналитической функции по сложному положительно ориентированному кусочно-гладкому контуру);

5) сформулируйте 3-ю теорему Коши (о вычислении интеграла от аналитической функции по внешнему контуру, ограничивающему внутренние);

6) приведите формулу Коши о вычислении значения аналитической функции в любой точке внутри контура;

Пример 1.

Пусть  ( – произвольный путь  z = z(t),  t ([(, (], класса  С1 (класс непрерывных функций) с концами в точках   a = z((),  b = z((). Тогда 

[image: image334.png]vj‘ﬂt:b*a



       

Действительно,

[image: image335.png]o= = axose fann=



[image: image336.png]=x(B)—x(a)+i[y(P)—=y(a)] =2(p) —2z(a).




Используя следующую формулу, решим задание:

[image: image337.png]/f(z / T, y)dr — v(z, y)dy+z/v(:v, y) dz + u(z, y) dy.

{




Пример 2.

Вычислить интеграл  [image: image338.png]/|z|2 dz,
I



  где  l – верхняя полуокружность  (z( = 1 с обходом против часовой стрелки.

Решение. 

[image: image339.png]/|z|2dz:/\/:E2+y2(:17da:+ydy)+i/\/.7:2+y2(—-yd:c+:cdy).
! 1

!




Параметризуя кривую, можем записать  [image: image340.png]r = cost, y = sint,



 [image: image341.png]



и учитывая, что  [image: image342.png]Nz
yZ =
|z} =
=1



  в точках кривой, получим

[image: image343.png]w

s
/|z|2dz:/(— costsint + sint cost) dt-i—i/(sinzt-i—cos2 t) dt = mi.
1 0 0




Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 2-3 студента по вариантам (решив свой вариант, решаете задачу следующего варианта).

	Вычислить интегралы по заданным контурам

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image344.png]/(2z+1)2dz, l={z||z| =1,0< argz < 7}
1




	[image: image345.png]/Imzdz, L= {(z, y)ly =22% 0 < z < 1)
l





	Вариант № 3
	3Вариант № 4

	[image: image346.png]/Re(z+22)dz, [ ={(z, y)ly=22%,0< z < 1}
!




	[image: image347.png]/(E2 —‘z) dz, | ={z||z] =1, " <argz < 27}
1






Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.
4.3 Практическое занятие № 55 Контрольная работа № 5 по 8-му и 9-му разделам
Вариант 1.
Задание № 1.
Вычислить двойной интеграл [image: image348.png]§jen.



 где область D ограничена прямыми:   x = 2,   y = х,   х = 2у.

Задание № 2.
Вычислить криволинейный интеграл [image: image349.png]o;y(x—y)dxi-xdy



 по линии: y = 2x   между точками О(0; 0), A(1; 2).

Задание № 3.
Представить заданную функцию 
[image: image350.wmf])
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; проверить, является ли она аналитической. Если да, то найти значение ее производной в заданной точке 
[image: image353.wmf]0
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Вариант 2.
Задание № 1.
Вычислить тройной интеграл [image: image355.png]§585 @3y —2)dvaydz,

&



 где G – призма, ограниченная плоскостями х = 0, у = 0, z = 0, x + y = 2. Данное тело и его проекцию на плоскость хОу изобразить на чертеже.

Задание № 2.
Вычислить криволинейный интеграл [image: image356.png]§ e —ydx

“C



 вдоль периметра прямоугольника, образованного прямыми  х = 0, у = 0, х = 1, у = 2.

Задание № 3.
Представить заданную функцию 
[image: image357.wmf])
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; проверить, является ли она аналитической. Если да, то найти значение ее производной в заданной точке 
[image: image360.wmf]0
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Вариант 3.
Задание № 1.
Вычислить тройной интеграл [image: image362.png]§§S dxayaz,
P



 где G – параллелепипед, ограниченный плоскостями 

[image: image363.png]



Данное тело и его проекцию на плоскость хОу изобразить на чертеже.

Задание № 2.
Вычислить криволинейный интеграл [image: image364.png]o;y(x—y)dxi-xdy



 по линии: [image: image365.png]yr=A4x



   между точками О(0; 0), A(1; 2).

Задание № 3.
Представить заданную функцию 
[image: image366.wmf])
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; проверить, является ли она аналитической. Если да, то найти значение ее производной в заданной точке 
[image: image369.wmf]0
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Вариант 4.
Задание № 1.
Вычислить двойной интеграл по области D ограниченной указанными линиями:  [image: image371.png]SS xtydxdy; y=0, y=V %ax—v
)



.

Задание № 2.
Вычислить криволинейный интеграл [image: image372.png]§ydetzdy+xdz
oc



 по отрезку прямой  OC  между точками O(0; 0; 0), C(1; 1; 1).

Задание № 3.
Представить заданную функцию 
[image: image373.wmf])
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; проверить, является ли она аналитической. Если да, то найти значение ее производной в заданной точке 
[image: image376.wmf]0
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5 Раздел «Ряды»
5.1 Практическое занятие № 56. Числовые ряды. Признаки сходимости. Знакочередующиеся и знакопеременные ряды

План занятия:

a. Применение признака сравнения сходимости рядов;

b. Применение признака Даламбера сходимости рядов;

c. Применение радикального признака сходимости рядов;

d. Применение интегрального признака Коши сходимости рядов.

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие числового ряда, частичной суммы;

2) дайте понятия суммы числового ряда и сходимости ряда;

3) сформулируйте теорему о необходимых условиях сходимости ряда;

4) сформулируйте теорему об отбрасывании (приписывании) конечного числа членов ряда;

5) сформулируйте теоремы о сравнении двух рядов;

6) сформулируйте теорему – признак Даламбера;
7) сформулируйте теорему – радикальный признак Коши;

8) сформулируйте теорему – интегральный признак Коши.
Задание на непосредственное применение определения сходимости.

Пример № 1. 

Для ряда


[image: image378.wmf]...
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вычислить сумму n первых членов ряда Sn, доказать сходимость ряда, пользуясь непосредственно определением сходимости, найти сумму ряда.

Решение. Подсчитаем несколько первых частичных сумм и попытаемся выявить закономерность. 
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Заметим, что
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Тогда
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Находим
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Итак, ряд сходится, и его сумма S= 1. 

Далее рассмотрим задачу на признак сходимости Даламбера.

Пример № 2.
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Интегральный признак сходимости Коши.

Пример № 3.
Исследовать сходимость ряда [image: image387.png]p+2—p+ —+ - s — 4




[image: image388.png]Pewen we. [TpuMEHHM HHTerpaNbHHil NPHIHAK, NOMOXEB f~x)=1/xP, ra
GyHUKUHA yAOBJETBOPSET BCeM YCMOBHAM TeOpeMsl. PaccMoTpuM HHTerpax

1 N1

 TT—

x“P' (N1=P—1) mpu p#1,

I—p
Inx|¥=W¥N mpr p=l.

Yﬂpeunnn N K GecKOHEUHOCTH, BBIACHHM, CXOAHTCH JH neco&-rnennuﬂ nm-
rpan B PasTHYHBIX CAYUAAX.

Ha ocrose 3TOro MOXHO GYZeT CYAHTH O CXORMMOCTH HIH pacxo}mumn pana
NPH PasAHUHBX SHAUEHMAX P.

1

B cnyuae P> 1" 6yrer S T. €. HuTerpax Koteuer H, clefoBa-

*p
YeAbHO, PAX CXOAHTCH;




[image: image389.png]T. @, HHTerpai KOHYeH H, CAef0Ba-

®

- dx

B caysse p>1°6ymer SZ—P 3
1

TENLHO, PAX CXOAHTCH;

-
B crydae p <1 Gyser S:—:=w—-mﬂerpul GecKoHeueH, PAA PacXOMICH;
i

@
. [
B caywae p=1 Gyxer STL—-»—umerpan GeckoHeueH, PS4 PACKORHTCA,

3amerum, uto Hu npuskak [lanawGepa, uu mpusnak Koww, paccmotpensbie
paHee, He PewaloT BOMPOCA O CXORMMOCTH 3TOFO PA3, TaK KaK

et i () =1,

'Yau 2/ T\
ﬁ‘,."l‘l(V_T) ==L





Исследуем сходимость знакопеременного (знакочередующегося) ряда.

Пример № 4.

Исследовать сходимость ряда: 
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Решение. Решим вопрос об абсолютной сходимости ряда
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Рассмотрим ряд 
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(2) 

Последний ряд сходится как ряд с общим членом 
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Из неравенства   |sin nx| ≤ 1
следует соотношение для 
[image: image395.wmf]]
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 между членами рядов (1) и (2). Отсюда и из сходимости ряда (2) по признаку сравнения следует сходимость ряда (1), т.е. абсолютная сходимость ряда.

Решаем самостоятельно следующие задачи по вариантам.
	Для заданного ряда вычислить сумму n первых членов ряда Sn, доказать сходимость ряда, пользуясь непосредственно определением сходимости, найти сумму ряда

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image396.png]



	[image: image397.png]




	Вопрос о сходимости рядов решить с помощью признаков сравнения:

	Вариант № 3
	Вариант № 4
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	Доказать сходимость рядов с помощью признака Даламбера:

	Вариант № 5
	Вариант № 6

	[image: image400.png]g 2te g+
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	Доказать сходимость рядов с помощью радикального признака Коши:

	Вариант № 7
	Вариант № 8
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	[image: image403.png]




	Доказать сходимость рядов с помощью интегрального признака Коши:

	Вариант № 9
	Вариант № 10

	[image: image404.png]
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	Выяснить, какие из указанных рядов сходятся абсолютно, какие условно, какие расходятся:

	Вариант № 11
	Вариант № 12
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

5.2
Практическое занятие № 57. Функциональные  и степенные ряды
План занятия:

a. Решение задач на интегрирование функциональных рядов;

b. Решение задач на дифференцирование функциональных рядов;

c. Решение задач на интегрирование степенных рядов;

d. Решение задач на дифференцирование степенных рядов.

Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятие функционального ряда;

2) дайте понятие интервала сходимости функционального ряда;

3) какие ряды называются мажорируемыми;

4) сформулируйте теоремы о мажорируемых рядах;

5) сформулируйте теорему об интегрировании и дифференцировании функциональных рядов;

6) сформулируйте понятие степенного ряда;

7) сформулируйте обе теоремы Абеля об интервале сходимости рядов;

8) дайте понятие радиуса сходимости степенного ряда;

9) приведите формулы вычисления радиуса сходимости степенного ряда с помощью признаков Даламбера и радикального признака Коши;

10) сформулируйте теорему об интегрировании степенных рядов;

11) сформулируйте теорему о дифференцировании степенных рядов.

Рассмотрим решение задач на функциональные ряды.

Пример № 1.
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Пример № 2.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Определите область сходимости ряда:

	Вариант № 1
	Вариант № 2
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	Вариант № 3. Найти сумму ряда:   [image: image417.png]




	Вариант № 4. Функция 
[image: image418.wmf](

)

x

f

 определяется равенством
[image: image419.png]f(x)

e *42eF 4t ne™™





Показать, что функция f(x) непрерывна на всей положительной полуоси Ох. Вычислить 
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Задача на интегрирование и дифференцирование степенных рядов.

Пример № 3.
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Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).

	Разложите функцию в ряд Тейлора

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	[image: image424.bmp]
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	Пользуясь разложением функции в ряд Тейлора, вычислить пределы

	Вариант № 3
	Вариант № 4
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	Найти интервалы сходимости степенных рядов

	Вариант № 5
	Вариант № 6
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

5.3
Практическое занятие № 58. Ряды Фурье
План занятия:

a. Определения, связанные с рядом Фурье;

b. Решение задач на разложение функций в ряд Фурье.
Ход занятия:

Вопросы к студентам:

1) сформулируйте понятия тригонометрического ряда, ортогональности и ортонормированности;

2) сформулируйте постановку задачи получения тригонометрического ряда, сходящегося к данной функции;

3) сформулируйте понятие полноты тригонометрических функций;

4) поясните методику получения коэффициентов такого ряда по формулам Фурье;

5) сформулируйте понятие ряда Фурье;

6) сформулируйте теорему о достаточных условиях представимости данной функции рядом Фурье;

7) сформулируйте свойство об интеграле от периодической функции по любому отрезку, имеющего длину равную периоду;
8) приведите формулы разложения в ряд Фурье чётных и нечётных функций;

9) каков будет ряд Фурье для функций с периодом  2l;

10) в чём состоит смысл разложения в ряд Фурье непериодических функций;

11) сформулируйте теорему Дирихле.

Рассмотрим решение типовых задач на указанную тему.

Пример № 1.

Периодическая функция  f(x)  с периодом  2( определена следующим образом:
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Разложить в ряд Фурье данную функцию
.

Решение. Данная функция кусочно-монотонная и ограниченная, поэтому допускает разложение в ряд Фурье. Получим коэффициенты Фурье.
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Подставляя в формулу ряда Фурье полученные формулы коэффициен-

тов ряда Фурье, получим
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Полученное равенство имеет место во всех точках, кроме точек разрыва. При этом в каждой точке разрыва сумма ряда равна среднему арифметическому её пределов справа и слева, т.е. нулю.

Решаем самостоятельно следующие задачи группами по 3-4 студента по вариантам (как только решите задачу своего варианта, далее решаете задачу следующего варианта – и так по кругу).
	Указанные функции разложить в ряд Фурье в интервале ]- (, ([, определить сумму ряда в точках разрыва и на концах интервала, построить график функции и суммы соответствующего ряда (также и вне интервала ]- (, ([)

	Вариант № 1
	Вариант № 2
	Вариант № 3

	[image: image435.png]f(x) = x?




	[image: image436.png]f(x) =eax




	[image: image437.png]f(x)=sinax





	Вариант № 4
	Вариант № 5
	Вариант № 6
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Рассмотрев по [2] § 4.5 доказательство ортогональности системы тригонометрических функций решите самостоятельно в группах по 3-4 студента следующие задания (сначала свой вариант, затем остальные).

	Доказать, что заданная система функций на заданном отрезке 

	Вариант № 1
	Вариант № 2

	ортогональна
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	Вариант № 3
	Вариант № 4

	ортогональна

1, cos x, cos 2x, cos 3x,…
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Изучив соответствующий материал о полноте системы функций в 
[image: image443.wmf]2
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, приведённый в МУ к самостоятельной работе, решите самостоятельно в группах по 3-4 студента следующие задания (сначала свой вариант, затем остальные).
	Выяснить, является ли заданная система функций на заданном отрезке полной в 
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	Вариант № 1
	Вариант № 2
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	Вариант № 3
	Вариант № 4

	1, cos x, cos 2x, cos 3x,…
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.

Рассмотрим, далее ряд Фурье для чётных и нечётных функций

Пример № 2. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию 
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Решение. Данная  функция отвечает всем условиям, что обеспечивает возможность её разложения в ряд Фурье. Функция u нечётная. 

Поэтому коэффициент  an=0,  а  bn  вычислим но формуле
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Следовательно,  
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Полученное разложение данной функции справедливо во всей её области непрерывности – при всех значениях х, кроме значений 
[image: image451.wmf]2
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, которые являются точками разрыва функции. В точках xk по теореме Дирихле сумма полученного ряда равна нулю. Это же очевидно потому, что в этих точках члены ряда обращаются в нуль.

Пример № 3. Разложить в ряд Фурье функцию 
[image: image452.png]f(x) =signz, —nw<zx<m,




и, пользуясь разложением, найти сумму ряда Лейбница
[image: image453.png]



Решение. Т.к. функция нечётная, то   ак = 0,  k = 0, 1, …,
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Следовательно, при  –( <x < (
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откуда при  х = (/2  получаем
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т.е.

[image: image458.png]ke |

Il
3




Решаем самостоятельно следующие задачи по вариантам.
	Вариант № 1. Записать выражения коэффициентов Фурье 
[image: image459.png]



для чётной и нечётной функции на [- l/2, l/2]

	Разложить в ряд Фурье функции периода  l

	Вариант № 2
	Вариант № 3
	Вариант № 4
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	Вариант № 5
	Вариант № 6
	Вариант № 7
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Домашнее задание. Все не решённые на занятии задачи из других вариантов необходимо прорешать как домашнее задание.
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