Лекция 1.9  Поверхностные интегралы
Вопросы лекции: Понятия поверхностного интеграла 1-го и 2-го рода. Физический смысл. Вычисление поверхностного интеграла
Понятия поверхностного интеграла 1-го и 2-го рода
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Поверхностный интеграл первого рода является таким же обобщением двойного интеграла, как криволинейный интеграл первого рода по отношению к определённому интегралу.

Пусть S - поверхность в трёхмерном пространстве Oxyz, а F(x,y,z) - непрерывная функция, определённая в точках этой поверхности. Поверхность S сетью линий разобьём на n участков ΔS1, ΔS2, ...., ΔSi, ..., ΔSn, не имеющих общих внутренних точек (рис.). Площади "элементарных" участков обозначим теми же буквамиSi(i = 1,...,n), а наибольший из диаметров этих участков - через λ На каждом "элементарном" участке ΔSiпроизвольным образом выберем по точке Mi(xi,yi,zi) (i = 1,...,n) и составим сумму


которая называется интегральной суммой для функции F(x,y,z) по поверхности S.

Определение 9.1. Если существует конечный предел
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не зависящий от способа разбиения поверхности S на "элементарные" участки ΔSi и от выбора точек Mi[image: image2.png]


 ΔSi(i=1,....n), то он называется поверхностным интегралом первого рода от функции f(x,y,z) по поверхности S и обозначается

[image: image3.png]J'J' F(M)ds :J.J.F(x,y,z)ds. (3.12)
; S




Поверхностный интеграл обладает всеми обычными свойствами интеграла, включая теорему о среднем значении. Приведём простейшие достаточные условия существования поверхностного интеграла 1-го рода.

Теорема 9.1. Если поверхность S задана уравнением z = f(x,y), где функция f(x,y) и её частные производные f'x(x,y) и f'y(x,y) непрерывны в замкнутой области τ (τ - есть область, в которую проектируется поверхность S на координатную плоскость Oху), а функция F(x,y,z)непрерывна на S, то интеграл
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существует.

К использованию этих условий, равно как и условий, получающихся из них перестановкой переменных x, y, z сводится большинство практически встречающихся случаев.

Вычисление поверхностных интегралов первого рода обычно производится путём их сведения к двойным интегралам.

Пусть выполнены все условия приведенной выше теоремы, тогда, обозначив проекцию ΔSi(и площадь проекции) на плоскость Oxy через Δτi, по теореме о среднем значении будем иметь:
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где (xi, yi) [image: image6.png]


 Δτi, а, следовательно
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при данном специфическом выборе точек Mi. Но сумма, стоящая справа, в последнем интеграле есть интегральная сумма для функции
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по плоской области τ. Переходя к пределу, получаем:
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Если проектировать поверхность S не на координатную плоскость Oxy, а на координатную плоскость Oxz или Oyz, то можно записать формулы для вычисления поверхностного интеграла аналогично формуле в начале.

Приложения поверхностного интеграла различны. Так, например: 
1) если положить F(x,y,z)=1, то интеграл (теорема) будет численно равен площади поверхности S. 
2) если же функцию F(x,y,z) интерпретировать как плотность вещества, распределенного по поверхности S, то интеграл (теорема) численно равен массе материальной поверхности S.

Пример 3.9. Вычислить
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где S - поверхность конуса
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при 1 ≤ z ≤ 2 (рис. ниже).

[image: image12.png]Puc. 3.9




Решение

Очевидно, что поверхность S проектируется на плоскость Oxy в кольцо τ: 1 ≤ х2 + у2 ≤ 4.

В области τ функция
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и её производные 
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 и [image: image15.png]



есть непрерывные функции.

Следовательно,
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Теорема Стокса

Пусть S является гладкой поверхностью, ограниченной гладкой кривой C. Тогда для любой непрерывно дифференцируемой векторной функции
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справедлива теорема Стокса:
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где
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− ротор векторного поля [image: image20.png]


. 

Символ [image: image21.png]


 показывает, что криволинейный интеграл вычисляется по замкнутой кривой. 

Будем предполагать, что ориентация поверхности и направление обхода кривой соответствуют правилу правой руки. В этом случае при обходе кривой поверхность всегда остается слева, если голова направлена в ту же сторону, что и вектор нормали [image: image22.png]


 (рисунок 1). 

Теорема Стокса связывает между собой криволинейные интегралы второго рода и поверхностные интегралы второго рода. 

В координатной форме теорема Стокса может быть записана в следующем виде:
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Пример
Показать, что криволинейный интеграл [image: image26.png]$ozdx + xzdy + iz
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 равен 0 вдоль любого замкнутого контура C.

Решение. Обозначим через S поверхность, ограниченную замкнутой кривой C. Применяя формулу Стокса, можно записать
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Тогда
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Следовательно, находим значение криволинейного интеграла:
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Утверждение доказано. 
Теорема Остроградского

Обозначим через G трехмерное тело, ограниченное кусочно-непрерывной, гладкой, замкнутой поверхностьюS с внешней нормалью. Предположим, что задано векторное поле
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компоненты которого имеют непрерывные частные производные. 

Согласно формуле Остроградского-Гаусса,
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где через
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обозначена дивергенция векторного поля [image: image34.png]


 (она обозначается также символом [image: image35.png]AivE



). Символ [image: image36.png]


 указывает, что поверхностный интеграл вычисляется по замкнутой поверхности. 

Формула Остроградского-Гаусса связывает поверхностные интегралы второго рода с соответствующими тройными интегралами. 

Данную формулу можно записать также в координатной форме:
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В частном случае, полагая [image: image38.png]P=x,Q=y R=z



, получаем формулу для вычисления объема тела G:
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Пример
Вычислить поверхностный интеграл
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,
где S − внешне ориентированная поверхность сферы, заданная уравнением [image: image41.png]eyt
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.
Решение.

Используя формулу Остроградского-Гаусса, можно записать
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Вычислим полученный тройной интеграл в сферических интегралах.
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