Лекция 1.6  Приложения тройного интеграла

Вопросы лекции: Вычисление момента инерции и координат центра тяжести тела с помощью тройных интегралов.
Поговорим сначала о применениях тройного интеграла

Как мы уже видели, тройной интеграл используют для вычисления объема тела V :
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Заряд q (масса m) тела с плотностью заряда (вещества) γ (x, y, z) выражается формулой
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С помощью тройного интеграла находят статические моменты относительно координатных плоскостей
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а уже с их помощью – координаты центра тяжести C(cx, cy, cz) тела:
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Так же, как и для плоских кривых и фигур, доказывается
Теорема 4. Статический момент нескольких тел равен сумме их статических моментов.

Теорема 5. Если материальное тело однородно и симметрично относительно одной из координатных плоскостей, то его соответствующий статический момент равен нулю.

Доказательство. Пусть, например, тело V симметрично относительно плоскости xOy и любая прямая, параллельная оси Oz и проходящая через внутреннюю точку V , пересекает границу тела ровно в двух точках (если это не так, разбиваем тело на части, для которых такое свойство выполняется, и применяем предыдущую теорему). Это означает, что в силу симметрии тело сверху ограничено поверхностью φ (x, y), а снизу – поверхностью −φ (x, y). Этого достаточно, чтобы статический момент Mxy  обратился в 0:
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где D – проекция тела на плоскость xOy, 
[image: image6.wmf]g

 – постоянная плотность вещества.

Следствие 1. Если тело симметрично относительно некоторой плоскости, то его центр тяжести находится в этой плоскости.

Доказательство. Сделаем упомянутую плоскость плоскостью xOy, тогда из теоремы следует, что Mxy= 0, а из для cz имеем cz= 0.
Следствие 2. Если тело имеет две или три плоскости симметрии, то его центр тяжести лежит на пересечении этих плоскостей.

Пример 5. Центром тяжести однородного эллипсоида является его центр, так как в нем пересекаются три его плоскости симметрии. Центром тяжести прямоугольного параллелепипеда является точка пересечения его диагоналей.

И вновь, так же, как для плоских кривых и фигур доказывается

Теорема 6. Центр тяжести нескольких тел является центром тяжести их центров тяжести, если считать. что в последних сосредоточены массы тел.

Перейдем к моментам инерции тела

Используя разбиение тела на ячейки и реализуя интегральный предел, нетрудно получить формулы для моментов инерции тела V с плотностью вещества γ (x, y, z) относительно начала координат:
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относительно координатных осей:
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и относительно координатных плоскостей:
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Пример 6. Найти центр тяжести полушара, изображенного на рис. 1 (сл.стр.).
Решение. Очевидно, можно считать, что плотность γ (x, y, z) ≡ 1. Поскольку полушар симметричен относительно координатных плоскостей xOz и yOz, то его центр тяжести лежит на их пересечении, т. е. на оси Oz. Поэтому cx = cy = 0 и остается найти cz. Масса полушара, требуемая для применения формулы для cz, при единичной плотности численно равна его объему, который нам уже известен
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Переходя к сферическим координатам, получим
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Рис.1 – Полушар 
Следовательно,
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Пример 7. Вычислить момент инерции относительно оси Oz однородной пирамиды V плотности γ = 30, изображенной на рис. 2 (на сл.стр.).

Решение. По формулам для моментов инерции тела V с плотностью вещества γ (x, y, z) относительно координатных осей:
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Рис.2 – Заданная пирамида
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