Лекция 1.8  Вычисление площади области, ограниченной кривой
Вопросы лекции: Вычисление площади области, ограниченной кривой
Переходим к рассмотрению приложений интегрального исчисления. Разберём типовую и наиболее распространённую задачу – как с помощью определенного интеграла вычислить площадь плоской фигуры. (К примеру,  необходимо приближать дачный участок элементарными функциями и находить его площадь с помощью определенного интеграла).

Нам потребуются знания о неопределенном интеграле, умения и навыки применять формулу Ньютона-Лейбница и вычислять определенный интеграл. 
Задача нахождения площади знакома еще со школы, но эта задача очень важна, поэтому мы её рассматриваем.

Рассмотрим криволинейную трапецию.

Криволинейной трапецией называется плоская фигура, ограниченная осью [image: image1.png]


, прямыми [image: image2.png]


, [image: image3.png]


 и графиком непрерывной на отрезке [image: image4.png]


 функции [image: image5.png]


, которая не меняет знак на этом промежутке. Пусть данная фигура расположена не ниже оси абсцисс:

[image: image6.jpg]



Тогда площадь криволинейной трапеции численно равна определенному интегралу
[image: image7.png]2
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У любого определенного интеграла (который существует) есть очень хороший геометрический смысл. Определенный интеграл. – это число. С точки зрения геометрии определенный интеграл – это ПЛОЩАДЬ. То есть, определенному интегралу (если он существует) геометрически соответствует площадь некоторой фигуры. Например, рассмотрим определенный интеграл

[image: image8.png]



Подынтегральная функция [image: image9.png]


 задает на плоскости кривую, располагающуюся выше оси [image: image10.png]


, а сам определенный интеграл [image: image11.png]


 численно равен площади соответствующей криволинейной трапеции.

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями[image: image12.png]


, [image: image13.png]


, [image: image14.png]


, [image: image15.png]


.

Это типовая формулировка задания. Первый шаг решения – построение чертежа.

При построении чертежа рекомендуется следующий порядок: сначала лучше построить все прямые (если они есть) и только потом – параболы, гиперболы, графики других функций. Графики функций выгоднее строить поточечно.

В данной задаче решение может выглядеть так. Выполним чертеж (обратите внимание, что уравнение [image: image16.png]


 задает ось [image: image17.png]


):

[image: image18.png]



Очевидно, о какой площади идет речь. Решение продолжается так:

На отрезке [image: image19.png]


  график функции [image: image20.png]


 расположен над осью [image: image21.png]


, поэтому:

[image: image22.png]



Ответ: [image: image23.png]$=9 e’




После выполнения задания полезно оценить по чертежу, реальный ли получился ответ. Если примерно 9, то похоже на правду. Если же 20 квадратных единиц, то, очевидно, что где-то допущена ошибка. Если ответ получился отрицательным, то задание тоже решено некорректно.

Что делать, если криволинейная трапеция расположена под осью [image: image24.png]


?
Пример 2
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image25.png]


, [image: image26.png]


 и координатными осями.

Решение: Выполним чертеж:
[image: image27.png]



Если криволинейная трапеция расположена под осью [image: image28.png]


 (или, по крайней мере, не выше данной оси), то её площадь можно найти по формуле:

[image: image29.png]5= 7i )z




В данном случае:
[image: image30.png]S,—]( Mdx = ] tax=e'fy=e' o' =e-1




Ответ: [image: image31.png]S=(e-1) e’ 172 ed®




Учтите, что
1) если решается просто определенный интеграл без геометрического смысла, то он может быть отрицательным.

2) если вычисляется площадь фигуры с помощью определенного интеграла, то площадь всегда положительна!
На практике чаще всего фигура расположена и в верхней и в нижней полуплоскости, а поэтому, более содержательные примеры:
Пример 3. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной линиями [image: image32.png]y=2x-x"



, [image: image33.png]


.

Решение: Сначала нужно выполнить чертеж. Вообще говоря, при построении чертежа в задачах на площадь нас больше всего интересуют точки пересечения линий. Найдем точки пересечения параболы [image: image34.png]y=2x-x"



 и прямой [image: image35.png]


. Это можно сделать двумя способами. Первый способ – аналитический. Решаем уравнение:
[image: image36.png]x(G-2)=0

x=0,%





Значит, нижний предел интегрирования [image: image37.png]


, верхний предел интегрирования [image: image38.png]


.
Гораздо проще построить линии поточечно, при этом пределы интегрирования выясняются как бы «сами собой». Тем не менее, аналитический способ нахождения пределов все-таки приходится иногда применять, если, например, график достаточно большой, или поточенное построение не выявило пределов интегрирования (они могут быть дробными или иррациональными). И такой пример, мы тоже рассмотрим.

Возвращаемся к нашей задаче: рациональнее сначала построить прямую и только потом параболу. Выполним чертеж:
[image: image39.png]



Рабочая формула: Если на отрезке [image: image40.png]


 некоторая непрерывная функция [image: image41.png]f(x)



больше либо равна некоторой непрерывной функции [image: image42.png]g(x)



, то площадь фигуры, ограниченной графиками данных функций и прямыми [image: image43.png]


, [image: image44.png]


, можно найти по формуле: [image: image45.png]13
5= (/) - gmddx




Здесь уже не надо думать, где расположена фигура – над осью или под осью, и, грубо говоря, важно, какой график ВЫШЕ (относительно другого графика), а какой – НИЖЕ.

В рассматриваемом примере очевидно, что на отрезке [image: image46.png]


 парабола располагается выше прямой, а поэтому из [image: image47.png]


 необходимо вычесть [image: image48.png]



Завершение решения может выглядеть так:

Искомая фигура ограничена параболой [image: image49.png]y=2x-x"



 сверху и прямой [image: image50.png]


 снизу.
На отрезке [image: image51.png]


 [image: image52.png]2x—xz-x



, по соответствующей формуле:
[image: image53.png]3 3
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Ответ: [image: image54.png]s=al o
2




На самом деле школьная формула для площади криволинейной трапеции в нижней полуплоскости – частный случай формулы

[image: image55.png]13
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Поскольку ось [image: image56.png]


 задается уравнением [image: image57.png]


, а график функции [image: image58.png]g(x)



 расположен не выше оси [image: image59.png]


, то [image: image60.png]2 2
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А сейчас пара примеров для самостоятельного решения

Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image61.png]


, [image: image62.png]y=2x+1



.

Пример 5. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image63.png]x+y=4



, [image: image64.png]


.

Главное найти площадь той фигуры, которая имелась в виду.
Пример 6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image65.png]


, [image: image66.png]y=x+1



,  [image: image67.png]


, [image: image68.png]


.
Решение: Сначала выполним чертеж:
Фигура, площадь которой нам нужно найти, заштрихована синим цветом (внимательно смотрите на условие – чем ограничена фигура!). Но на практике по невнимательности нередко возникает предположение, что нужно найти площадь фигуры, которая заштрихована зеленым цветом!

Этот пример еще полезен и тем, что в нём площадь фигуры считается с помощью двух определенных интегралов. Действительно:

1) На отрезке [image: image69.png]


 над осью [image: image70.png]


 расположен график прямой [image: image71.png]y=x+1



;

2) На отрезке [image: image72.png]


 над осью [image: image73.png]


 расположен график гиперболы [image: image74.png]


.

[image: image75.jpg]



Совершенно очевидно, что площади можно (и нужно) приплюсовать, поэтому:

[image: image76.png]S= I(x+1)dx+l
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Ответ: [image: image77.png]S=2(1+1n 3) e’ = 4,2 20*




Переходим еще к одному важному заданию.

Пример 7. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image78.png]3x?
+4y=0



, [image: image79.png]2x+4y+1=0




Представим уравнения в «школьном» виде
[image: image80.png]y=-27



, [image: image81.png]



и выполним поточечный чертеж:
[image: image82.png]



Из чертежа видно, что верхний предел у нас «хороший»: [image: image83.png]


.
Но чему равен нижний предел?! Понятно, что это не целое число, но какое? Может быть [image: image84.png]


? Но где гарантия, что чертеж выполнен с идеальной точностью, вполне может оказаться что [image: image85.png]


. Или корень. А если мы вообще неправильно построили график?

В таких случаях приходиться тратить дополнительное время и уточнять пределы интегрирования аналитически.

Найдем точки пересечения прямой [image: image86.png]


 и параболы [image: image87.png]y=-27



.
Для этого решаем уравнение:
[image: image88.png]3= 251





[image: image89.png]D=4+12=16/D=4
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[image: image90.png]


, [image: image91.png]



Действительно, [image: image92.png]


.

Дальнейшее решение тривиально, главное, не запутаться в подстановках и знаках, вычисления здесь не самые простые.

На отрезке [image: image93.png]


  [image: image94.png]


, по соответствующей формуле:
[image: image95.png]



Ответ: [image: image96.png]522 win03e0?
27




Ну, и в заключение два задания сложнее.

Пример 8
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image97.png]sin®



, [image: image98.png]


, [image: image99.png]



Решение: Изобразим данную фигуру на чертеже.
Для поточечного построения необходимо знать внешний вид синусоиды (и вообще полезно знать графики всех элементарных функций), а также некоторые значения синуса, их можно найти в тригонометрической таблице. В ряде случаев (как в этом) допускается построение схематического чертежа, на котором принципиально правильно должны быть отображены графики и пределы интегрирования.

С пределами интегрирования здесь проблем нет, они следуют прямо из условия: [image: image100.png]


 – «икс» изменяется от нуля до «пи». Оформляем дальнейшее решение:

[image: image101.png]



На отрезке [image: image102.png]


 график функции[image: image103.png]sin®



 расположен над осью [image: image104.png]


, поэтому:
[image: image105.png]H mz [EH &)
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Интегрируем синусы и косинусы в нечетных степенях – используем основное тригонометрическое тождество в виде [image: image106.png]sin‘x=1-cos’x



.
Проведем замену переменной [image: image107.png]f=cosx



, тогда:
[image: image108.png](cos x) = —sin xdx = sin xdx =—dt




Новые пределы интегрирования:
[image: image109.png]f=cos0=1

fy=cos A=




Далее.
[image: image110.png]



Использовано свойство определенного интеграла
[image: image111.png]2 2
[ £ @an =] 7(dx
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,
пределы интегрирования расположены в «привычном» порядке.
Ответ: [image: image112.png]g=11 o
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Пример 9
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image113.png]Yy = arcctgx



, [image: image114.png]


 и координатными осями.

Самостоятельно решите пример. А правильный ответ 
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