Лекция 1.3 Двойной интеграл
Вопросы лекции: Методика вычисления объёма криволинейного цилиндра. Двойной интеграл, свойства, геометрический смысл. Двукратный интеграл.
1 Методика вычисления объёма криволинейного цилиндра

Решая задачу об определении объема тела и массы плоской пластинки, придем к понятию двумерной интегральной суммы, предел которой называется двойным интегралом (ДИ).

Задача об объеме. Пусть задано тело (рис), ограниченное сверху поверхностью
 INCLUDEPICTURE "http://masteroid.ru/pic/mat/tmpB2E-4308.jpg" \* MERGEFORMATINET 


снизу — конечной замкнутой областью [image: image2.jpg]


XOY и с боков – цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны оси OZ, а направляющей является граница[image: image3.jpg]


D.
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Пусть[image: image5.jpg]


(х,у) непрерывна в[image: image6.jpg]


Найдем объем этого тела. Будем называть его цилиндрическим. Разобьем основание D на конечное число элементарных частей (элементов)[image: image7.jpg]


в каждой из этих частей выберем т.[image: image8.jpg]MUE.n)



и построим элементарное цилиндрическое тело с основанием[image: image9.jpg]


и высотой[image: image10.jpg]


равной аппликате поверхности в выбранной точке. Объем такого «столбика», очевидно, равен[image: image11.jpg]AEm)As,



где[image: image12.jpg]


— площадь элемента[image: image13.jpg]


Сумма объемов этих цилиндрических «столбиков» представляет собой объем ступенчатого тела, приближенно заменяющего данное тело:

                   [image: image14.jpg]V<Y fEm)as,
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                                            (1)

С помощью формулы (1) можно найти объем Vc любой степенью точности, если число частей[image: image15.jpg]AD;



достаточно велико, а их линейные размеры малы.

Опр. Диаметром ограниченной замкнутой фигуры[image: image16.jpg]


D называется длина ее наибольшей хорды ЛВ, A[image: image17.jpg]


D, В[image: image18.jpg]


D (рис). Обозначим его[image: image19.jpg]



[image: image20.jpg]



Из определения следует, что фигура[image: image21.jpg]


D, имеющая диаметр[image: image22.jpg]


целиком помещается внутри круга радиусом[image: image23.jpg]


описанного из любой т. С[image: image24.jpg]


D, как из центра. При[image: image25.jpg]


фигура[image: image26.jpg]


стягивается в точку. Аналогично определяется диаметр пространственного тела.

Пусть[image: image27.jpg]


= max[image: image28.jpg]


— наибольший из диаметров частей[image: image29.jpg]


Предполагая, что в формуле (1) число частей и неограниченно возрастает[image: image30.jpg](n— =),



причем диаметр наибольшей из них становится сколь угодно малым[image: image31.jpg](h—=>0),



получим точную формулу для объема тела:

                        [image: image32.jpg]V-tin 3 fnas,
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                               (2)

Задача о массе тонкой пластинки. Пусть задана тонкая пластинка D площадью S с непрерывно распределенной поверхностной плотностью[image: image33.jpg]p=plx, y.



Если пластинка однородная, т.е.[image: image34.jpg]


const, то ее масса определяется как[image: image35.jpg]


 [image: image36.jpg]Po.



Разбивая пластинку на n произвольных частей[image: image37.jpg]AD,i=1,n,



с площадью[image: image38.jpg]


и принимая внутри каждой части[image: image39.jpg]


плотность постоянной[image: image40.jpg]WE, m.)y




можно записать[image: image41.jpg]Am = p(Z, n)AS,



Суммируя и переходя к пределу при [image: image42.jpg]A=maxa, — 0,



 получим[image: image43.jpg]m=1im > p(E. 1)




2 Двойной интеграл, свойства, геометрический смысл

Обе задачи привели нас к рассмотрению сумм определенного вида. Сопоставление их связано с некоторой областью D[image: image44.jpg]


ХОУ и с заданной в ней непрерывной функцией. Суммы вида (1) будем называть двумерными интегральными суммами. К нахождению предела таких сумм приводят многочисленные практические задачи.

Пусть в области D задана функция[image: image45.jpg]


(х,у). Разобьем D на части [image: image46.jpg]


 с площадями[image: image47.jpg]AS,



выбереми[image: image48.jpg]M(E.n) € AD;



 составим интегральную сумму

[image: image49.jpg];I(L,.m )as;





(3)

Опр. Двойным интегралом от функции[image: image50.jpg]


(х,у) по области D называется предел суммы (3) при[image: image51.jpg]


если предел существует, конечен и не зависит от способа разбиения D на части[image: image52.jpg]


и от выбора в них точек[image: image53.jpg]


 Обозначение:

[image: image54.jpg]lim s = [ s s,
et -



 



(4)

где ds — элемент площади; D — область интегрирования; [image: image55.jpg]


 (х,у) — подынтегральная функция;[image: image56.jpg]


(х, y)ds — подынтегральное выражение.

Функция, для которой двойной интеграл существует, называется интегрируемой.

Возвращаясь к задачам об объеме тела и массе пластины, можно сделать вывод, что объем цилиндрического тела V численно равен двойному интегралу от[image: image57.jpg]


взятому по области D:

[image: image58.jpg]¥ f]nj/u.y)d:



 (в этом состоит геометрический смысл двойного интеграла), а масса тонкой пластины[image: image59.jpg]m ﬂ}‘nlo(x, »)ds.



Заметим, что при[image: image60.jpg]Jxy)



значение двойного интеграла численно равно площади области интегрирования D:[image: image61.jpg]H(L\,J




Теорема. (существования двойного интеграла) Если функция[image: image62.jpg]



непрерывна в ограниченной замкнутой области D, имеющей площадь S, то двойной интегралсуществует[image: image63.jpg]s
M




Так как значение двойного интеграла от[image: image64.jpg]


(х, у), непрерывной в[image: image65.jpg]


не зависит от вида частей[image: image66.jpg]


то разобъем D на малые прямоугольники со сторонами[image: image67.jpg]


и[image: image68.jpg]Ay;



прямыми, параллельными осям координат. При этом[image: image69.jpg]


 Выбирая затем в каждом прямоугольнике т.[image: image70.jpg]


можно записать

[image: image71.jpg][[ Feyyds = lim Y. f&m)anay; =[] £x ) dedy.
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где ds = dx dу — элемент площади. При составлении интегральной суммы площадки[image: image72.jpg]AD,



прилегающие к границе области D, не везде имеют формы прямоугольников. Однако можно доказать, что ошибки от замены таких площадок прямоугольниками с площадями[image: image73.jpg]Ax; Ay,



в пределе сведутся к нулю.

Свойства двойного интеграла аналогичны свойствам определенного интеграла:

Линейность:  

[image: image74.png]{J("ﬂx-y)‘rﬂg(x- ¥)dxdy = H[SIJ(X.y)My +8 jsjg(X.y)vl’ch’



.

Аддитивность: 

[image: image75.png]S‘&{(X.y)ix@ = g/(my)d’cdy +JJ(X.y)1’ch’



,
если S1 и S2 две области без общих внутренних точек.

Если для каждой точки [image: image76.png]x.y)es



 выполнено неравенство
[image: image77.png]Sl y)<gle,y)



, то [image: image78.png][ij(X.y)d’cdy < jsﬂf(X.y)Vm‘y



.

Если  [image: image79.png]Sx,p)



интегрируема на [image: image80.png]


, то функция [image: image81.png]


  также интегрируема, причем [image: image82.png][ij(X.y)d’cdy < jsﬂf(X.y)Vm‘y



.

Если  [image: image83.png]


и  [image: image84.png]


наименьшее и наибольшее значения функции [image: image85.png]Sx,p)



в области, а ее  [image: image86.png]AS



площадь, то [image: image87.png]mAS < [ pady <MAS



.

Теорема о среднем значении: если  [image: image88.png]Sx,p)



непрерывна в связной области [image: image89.png]


, то существует, по крайней мере, одна точка [image: image90.png]


такая, что   [image: image91.png][freonay= S mus



.

3 Двукратный интеграл

Вычисление двойных интегралов
Вычисление двойных интегралов сводится к вычислению определенных интегралов.

Теорема 1. Если функция [image: image92.png]Fxy)



 непрерывна в замкнутой области [image: image93.png]


, ограниченной линиями x = a, y = b (a < b), [image: image94.png]


 [image: image95.png]


 [image: image96.png](@(x)



и [image: image97.png]#(x)



 - непрерывные функции на отрезке [a, b], причем [image: image98.png]@(x) =g(x)



на этом отрезке), то имеет место равенство

[image: image99.png]H/(x W)dxdy= [[ [rex. y)dy]d
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(5)

позволяющее вычисление двойного интеграла свести к последовательному  вычислению определенного интеграла от определенного интеграла (или, короче, к вычислению повторного интеграла).

Повторный интеграл, стоящий в правой части равенства (5), обычно записывают в виде:
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Теорема 2. Если функция [image: image101.png]Fxy)



 непрерывна в замкнутой области [image: image102.png]


, ограниченной линиями y = c, y = d (c<d), [image: image103.png]


 [image: image104.png]


 [image: image105.png](@)



 и [image: image106.png]


  - непрерывные функции на отрезке [c, d], причем всюду на этом отрезке [image: image107.png]SO) =),



 (рис) то имеет место равенство
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(6)

позволяющее сводить вычисление двойного интеграла к вычислению повторного интеграла.

[image: image109.jpg]



При вычислении двойного интеграла с помощью повторного по формуле (6) сначала вычисляется внутренний интеграл [image: image110.png]


 при постоянном значении переменной y, в пределах изменения x (для области [image: image111.png]


) при постоянном значении y, [image: image112.png]


 затем полученная функция от y интегрируется по y в максимальных пределах изменение y для области [image: image113.png]


.

Пример. Вычислить интеграл [image: image114.png]H xdxdy



 по области [image: image115.png]


, ограниченной линиями [image: image116.png]


 Так как выполнены условия теоремы 2, применяя формулу (6), получаем:

[image: image117.png]P 1
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.
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Если функция [image: image119.png]Fxy)



непрерывна в замкнутой области [image: image120.png]


, удовлетворяющей одновременно условиям теорем 1 и 2, то при вычислении двойного интеграла
[image: image121.png]U/(mda




 можно выбирать любой порядок интегрирования (внешний интеграл брать по x, внутренний – по y или наоборот). Так, например, если граница области каждой прямой, параллельной оси OX, и каждой прямой, параллельной оси OY, пересекается не более чем в двух точках (см. рис. выше), то применимы обе формулы (5) и (6), т.е.
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Если область [image: image123.png]


 - прямоугольник со сторонами x = a, x = b, y = c и y = d, а f(x, y) – функция, непрерывная в прямоугольнике [image: image124.png]{asx<be=y=d}



, то, применяя формулы (1) и (2), получаем:

[image: image125.png]LA ]
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Например, если [image: image127.png]


 - прямоугольник со сторонами [image: image128.png]
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В частности, если [image: image130.png]Fxy) = £ - /00,



 то двойной интеграл по этому прямоугольнику оказывается равным произведению двух определенных интегралов.

