Лекция 1.5 Тройной интеграл

Вопросы лекции: Понятие тройного интеграла. Его вычисление. Свойства тройных интегралов. Замена переменных в тройном интеграле.
1 Понятие тройного интеграла
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Из прошлых лекций вы помните – для того, чтобы ввести понятие определенного (однократного) интеграла, мы разбивали на ячейки отрезок – одномерный объект; чтобы ввести понятие двойного интеграла, мы разбивали на части плоскую фигуру – двумерный объект. Так что для введения следующего типа интегралов, нам надо к 2 прибавить 1, а затем разбить на ячейки что-нибудь трехмерное – трехмерное тело.

Рис. 1. Область интегрирования V
Итак, выберем в общей схеме определения интегралов в качестве геометрического объекта Q тело V ( R3  (рис. 1), на котором определена функция f (P ), P (x, y, z) ( V ; разобьем это тело произвольными поверхностями на части-ячейки ∆V и произвольным же образом в каждой ячейке выберем точки P. Если для интегральной суммы
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(1)
существует интегральный предел, то он называется тройным интегралом от функции f (P ) по области V и обозначается
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(2)
Если функция f (x, y, z) неотрицательна и имеет физический смысл, например, является (объемной) плотностью заряда, то величина f (Pi) ∆Vi будет приближенным выражением заряда ячейки ∆Vi, а сумма (1) – приближенным значением заряда всего тела. Тогда точное значение полного заряда даст тройной интеграл (2).

Для того чтобы сформулировать условия, при которых существует тройной интеграл, введем следующие понятия.

Поверхность F (x, y, z) = 0 называется гладкой, если [image: image3.png]F,F. F, F.



 непрерывны и (F ( 0 в любой точке поверхности.
Поверхность называется кусочно гладкой, если ее можно разрезать на конечное число гладких кусков.

Теорема 1. Если функция f (x, y, z) непрерывна на ограниченном замкнутом множестве V с кусочно-гладкой границей, то тройной интеграл (2) существует.

Теорема 2. Если функция f непрерывна на ограниченном замкнутом множестве V за исключением разрывов типа скачков на конечном числе гладких поверхностей, то тройной интеграл (2) существует.

Теорема 3 (о среднем). Если функция f (x, y, z) непрерывна в ограниченной замкнутой и связной области V , то найдется точка M (V такая, что
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Доказательство последней теоремы аналогично доказательству теоремы о среднем для двойного интеграла.

2 Вычисление тройного интеграла
Область V называется правильной в направлении оси Oz, если любая прямая, проходящая через внутреннюю точку области параллельно этой оси, пересекает границу области ровно в двух точках, а множество D, в которое проектируется область на плоскость xOy, является правильной либо в направлении Ox, либо в направлении Oy.

Область на рис. 1 не является правильной в направлении оси Oz.

Аналогично определяется область, правильная в направлении оси Ox, и область, правильная в направлении оси Oy.

Пусть область V задается неравенствами a ≤ x ≤ b, α (x) ≤ y ≤ β ( x), 
φ (x, y) ≤ z ≤ ψ (x, y) (рис. 2), тогда эта область правильна в направлении оси Oz, причем, однозначно проектируется во множество D на плоскости xOy, которое определяют первые два неравенства, а множество D, в свою очередь, однозначно проектируется в отрезок [a, b] на оси Ox. Для такой области тройной интеграл в декартовых координатах вычисляется по формуле
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(3)
По-прежнему, интеграл, стоящий в середине формулы, называют повторным. И так же, как в случае двойного интеграла, если область V не является правильной в направлении какой-либо координатной оси, ее разбивают на конечное число областей, правильных в одном из этих направлений, а затем применяют свойство 4 из общих свойств интегралов.
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Пример 1. Найти объем тетраэдра, изображенного на рис 3.
Решение. Тетраэдр задается неравенствами
0 ≤ x ≤ 1,   0 ≤ y ≤ 1 − x,   0 ≤ z ≤ ≤ 1 − x − y   (рис. 3).
Из теоремы о среднем при f (P ) ≡ 1 следует, что объем тетраэдра выражается формулой
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Применяя формулу (3) с учетом того, что
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получаем
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3 Замена переменных в тройном интеграле
Криволинейные координаты

Замена переменных в трехмерном случае вполне аналогична замене переменных в двойном интеграле.

x = x (u, v, w) , y = y (u, v, w) , z = z (u, v, w) 

(4)
которые предполагаются непрерывно дифференцируемыми, определенными в ограниченной замкнутой области с кусочно-гладкой границей V и принимающими значения в замкнутой области с кусочно-гладкой границей V

Если зависимости (4) осуществляют взаимно однозначное соответствие
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то справедлива формула
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(5)
где J – якобиан перехода к координатам (u, v, w):
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Пример 2. Найти объем эллипсоида
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Решение. Заменим тройку декартовых переменных (x, y, z) тройкой новых переменных (φ, ρ, θ) по формулам
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В новых переменных уравнение эллипсоида принимает очень простой вид: ρ = 1. Действительно,
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Найдем якобиан перехода:

[image: image18.png],7,‘
|

ARt i
|| |
a0

—sing cosgsind cospeosd
cosg smgsind sinpeosd =
0 st —snd |

[ cond (= sin® p cosf = cos® p cons)

— sind (= sin? psin — cos® ¢ sin).
(cos? 6 + sin® 8) — abeg? sin .





Далее применяем формулу (5):
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Цилиндрические координаты
Цилиндрические координаты еще называют полярными координатами в пространстве. Как и полярная, цилиндрическая система координат включает в себя полюс P и полярную ось p, расположенные в заданной плоскости. Для пространства добавляется еще ось l, проходящая через полюс перпендикулярно упомянутой плоскости, причем, ее направление выбирается так, чтобы увеличение полярного угла φ  при наблюдении со стороны положительного направления оси l происходило против часовой стрелки.

Совместим полярную ось с осью абсцисс декартовой прямоугольной системы координат, ось l – с осью Oz, а названную плоскость – с плоскостью xOy. Тогда цилиндрическими координатами точки M будет упорядоченная тройка чисел (φ, ρ, z), где φ – угол между осью Ox и проекцией радиус-вектора точки на плоскость xOy, отсчитываемый против часовой стрелки; ρ – длина этой проекции (расстояние от точки M до оси аппликат); z – обычная декартова аппликата точки в пространстве, т. е. расстояние от точки M до плоскости xOy. Цилиндрическая система координат изображена на рис. 4.
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Запишем формулы перехода от цилиндрической к декартовой системе координат:
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(6)
Найдем якобиан перехода:
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Следовательно, в соответствии с формулой (5) тройной интеграл в цилиндрических координатах принимает вид
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(7)
Цилиндрические координаты обычно применяют для вычисления тройных интегралов по областям, обладающим симметрией относительно оси Oz.

Пример 3. Найти заряд полусферы V (рис. 5), если объемная плотность заряда есть γ = 1 + z.

Решение. Как уже было сказано, заряд q тела V выражается тройным интегралом
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Перейдем в этом интеграле к цилиндрическим координатам по формулам (6). Тогда уравнение полусферы в декартовых координатах 
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превратится в следующее
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Отсюда   [image: image27.png]


. По формуле (7) получим
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