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1. Обɵкновеннɵе дифференциалɶнɵе уравнениɹ. Основнɵе понɹтиɹ 
 
Диɮɮеɪенɰиалɶнɵм ɭɪавнением назɵваеɬɫɹ ɭɪавнение, ɫвɹзɵваɸɳее междɭ ɫобой 

незавиɫимɭɸ пеɪеменнɭɸ x , иɫкомɭɸ ɮɭнкɰиɸ )(xy , ее пɪоизводнɵе или 

диɮɮеɪенɰиалɵ. 

Символиɱеɫки диɮɮеɪенɰиалɶное ɭɪавнение запиɫɵваеɬɫɹ как: 

0),,(  cyyxF , 0),,,(  ccc yyyxF , 0),...,,,,( )(  ccc nyyyyxF . 

 Диɮɮеренɰиалɶное ɭравнение назɵваеɬсɹ обɵкновеннɵм, еɫли иɫкомаɹ ɮɭнкɰиɹ 

завиɫиɬ оɬ одного незавиɫимого пеɪеменного. 

 Реɲением диɮɮеренɰиалɶного ɭравнениɹ назɵваеɬɫɹ ɬакаɹ ɮɭнкɰиɹ )(xyy  , 

коɬоɪаɹ обɪаɳаеɬ ɷɬо ɭɪавнение в ɬождеɫɬво. 

 Порɹдком диɮɮеренɰиалɶного ɭравнениɹ назɵваɸɬ поɪɹдок ɫɬаɪɲей пɪоизводной, 

вɯодɹɳей в ɷɬо ɭɪавнение. 

Напɪимеɪ, ɮɭнкɰиɹ xy ln  ɹвлɹеɬɫɹ ɪеɲением диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

пеɪвого поɪɹдка 

01 �c� yx ..     (1) 

Дейɫɬвиɬелɶно, ɬ.к. 
x

xy 1)(  c  ɬо, подɫɬавлɹɹ пɪоизводнɭɸ в ɭɪавнение (1), полɭɱим 

ɬождеɫɬво. 

Инɬегрированием диɮɮеренɰиалɶного ɭравнениɹ назɵваеɬɫɹ пɪоɰеɫɫ наɯождениɹ 

ɪеɲениɹ диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ. 

Обɳим реɲением диɮɮеренɰиалɶного ɭравнениɹ назɵваеɬɫɹ ɮɭнкɰиɹ вида  

),...,,,( 21 nCCCxyy  , 

в коɬоɪɭɸ вɯодиɬ ɫɬолɶко незавиɫимɵɯ пɪоизволɶнɵɯ поɫɬоɹннɵɯ nCCC ,...,, 21 , каков 

поɪɹдок ɭɪавнениɹ. 

Видно, ɱɬо ɮɭнкɰии 1ln � xy , 5ln � xy  ɬакже ɹвлɹɸɬɫɹ ɪеɲениɹми 

диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (1). Обɳее ɪеɲение в данном пɪимеɪе имееɬ вид 

Cxy � ln , 

где C  – пɪоизволɶнаɹ поɫɬоɹннаɹ. 

Часɬнɵм реɲением диɮɮеренɰиалɶного ɭравнениɹ назɵваеɬɫɹ ɪеɲение, полɭɱенное 

из обɳего ɪеɲениɹ пɪи ɪазлиɱнɵɯ знаɱениɹɯ пɪоизволɶнɵɯ поɫɬоɹннɵɯ. Знаɱениɹ 
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пɪоизволɶнɵɯ поɫɬоɹннɵɯ наɯодим пɪи опɪеделеннɵɯ наɱалɶнɵɯ знаɱениɹɯ аɪгɭменɬа и 

ɮɭнкɰии. 

Гɪаɮик ɱаɫɬного ɪеɲениɹ диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ назɵваеɬɫɹ инɬегралɶной 

кривой. 

Напɪимеɪ, длɹ ɫлɭɱаɹ 2)1(  y  ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (1) 

бɭдеɬ имеɬɶ вид 2ln � xy . Его гɪаɮик пɪиведен на Риɫ. 1. 

 
Риɫ. 1. Гɪаɮик инɬегɪалɶной кɪивой 
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2. Линейнɵе однороднɵе дифференциалɶнɵе уравнениɹ второго 

порɹдка с постоɹннɵми коɷффициентами 
 

Диɮɮеɪенɰиалɶное ɭɪавнение вида 

)(21 xfyayay  �c�cc      (2) 

где коɷɮɮиɰиенɬɵ 1a , 2a  – поɫɬоɹннɵе, назɵваеɬɫɹ линейнɵм диɮɮеɪенɰиалɶнɵм 

ɭɪавнением вɬоɪого поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами. Еɫли 0)(  xf , ɬо ɭɪавнение 

(2) назɵваеɬɫɹ одноɪоднɵм. Еɫли 0)( zxf , ɬо ɭɪавнение (2) назɵваеɬɫɹ неодноɪоднɵм. 

Раɫɫмоɬɪим линейное одноɪодное диɮɮеɪенɰиалɶное ɭɪавнение вɬоɪого поɪɹдка       

ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами: 

021  �c�cc yayay      (3) 

 Обɳим реɲением ɭравнениɹ (3) ɹвлɹеɬɫɹ ɮɭнкɰиɹ 

)()()( 2211 xyCxyCxy �     (4) 

где )(1 xy , )(2 xy  – ɮɭндаменɬалɶнаɹ ɫиɫɬема ɪеɲений ɭɪавнениɹ (3),   

1C , 2C  – пɪоизволɶнɵе поɫɬоɹннɵе. 

 Фɭндаменɬалɶной сисɬемой реɲений назɵваеɬɫɹ вɫɹкаɹ ɫиɫɬема линейно 

незавиɫимɵɯ ɪеɲений, ɫодеɪжаɳаɹ ɫɬолɶко ɮɭнкɰий, каков поɪɹдок диɮɮеɪенɰиалɶного 

ɭɪавнениɹ. 

 Фɭнкɰии )(1 xy , )(2 xy  назɵваɸɬɫɹ линейно независимɵми на инɬеɪвале ),( ba , еɫли 

ɫɭɳеɫɬвɭɸɬ поɫɬоɹннɵе ɱиɫла 1O , 2O , не ɪавнɵе нɭлɸ, ɬакие ɱɬо 0)()( 2211  � xyxy OO  

длɹ лɸбɵɯ ),( bax� . Еɫли же ɭказанное ɬождеɫɬво вɵполнɹеɬɫɹ ɬолɶко в ɫлɭɱае, когда 

01  O  и 02  O , ɬо ɮɭнкɰии )(1 xy , )(2 xy  назɵваɸɬɫɹ линейно независимɵми                    

на инɬеɪвале ),( ba . 

 Кɪаɬко криɬерий линейной независимосɬи можеɬ бɵɬɶ ɫɮоɪмɭлиɪован ɫледɭɸɳим 

обɪазом: ɮɭнкɰии )(1 xy , )(2 xy  ɹвлɹɸɬɫɹ линейно незавиɫимɵми, еɫли опɪеделиɬелɶ 

Вɪонɫкого 

)()(
)()(

))(),((
21

21
21 xyxy

xyxy
xyxyW

cc
     (5) 

оɬлиɱен оɬ нɭлɹ длɹ лɸбɵɯ ),( bax� . В пɪоɬивном ɫлɭɱае ɮɭнкɰии )(1 xy , )(2 xy  линейно 

завиɫимɵ. 
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2.1. Алгоритм нахождениɹ обɳего реɲениɹ 
 

 Эйлеɪ пɪедложил иɫкаɬɶ ɱаɫɬнɵе ɪеɲениɹ )(1 xy  и )(2 xy  ɭɪавнениɹ (3) в виде 

kxexy  )( , где ɱиɫло 
t

t t
e ¸

¹
·

¨
©
§ � 

fo

11lim . Еɫли пɪинɹɬɶ kxexy  )(  ɱаɫɬнɵм ɪеɲением 

линейного одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (3), ɬо пɪи подɫɬановке ɷɬого 

ɪеɲениɹ в ɭɪавнение мɵ должнɵ полɭɱиɬɶ ɬождеɫɬво. 

Подɫɬавим: 

� � � � � � 021  �
c

�
s kxkxkx eaeae , 

� � � � � � 021
2  �� kxkxkx eaekaek , 

0)( 21
2  ��� akakekx , 

021
2  �� akak .      (6) 

Мɵ полɭɱили ɬак назɵваемое ɯаракɬерисɬиɱеское ɭравнение линейного одноɪодного 

диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ вɬоɪого поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами. Реɲениɹ 

квадɪаɬного ɭɪавнениɹ (6) имеɸɬ вид 

2
4 2

2
11

1
aaa

k
���

 , 
2

4 2
2

11
2

aaa
k

���
 .   (7) 

Утверждение 1.  В обɳем виде, ɪеɲениɹ квадɪаɬного ɭɪавнениɹ 

021
2

0  �� akaka .     (8) 

имееɬ вид 

0

20
2

11
1 2

4
a

aaaa
k

���
 , 

0

20
2

11
2 2

4
a

aaaa
k

���
 .  (9) 

Доказаɬелɶсɬво. Пɪедɫɬавим (8) в виде: 

21
2

0 akaka � � .      (10) 

Умножим обе ɱаɫɬи ɭɪавнениɹ (10) на вɵɪажение 04a      

2010
22

0 444 aakaaka � �  

и добавим ɫлева и ɫпɪава в ɪавенɫɬве ɫлагаемое  

2
120

2
110

22
0 444 aaaakaaka �� �� .   (11) 

Вɵɪажение, ɫɬоɹɳее в (11) ɫпɪава, пɪедɫɬавлɹеɬ ɫобой полнɵй квадɪаɬ 
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� � 2
120

2
10 42 aaaaka �� � .    (12) 

Уɱиɬɵваɹ, ɱɬо ɭɪавнение (12) имееɬ два коɪнɹ   

� � 2
12012,10 42 aaaaka ��r �  

полɭɱим ɮоɪмɭлɵ (9). 

Уɬвеɪждение доказано. 

 

Таким обɪазом, полɭɱенное квадɪаɬное ɭɪавнение (6) можеɬ имеɬɶ, в завиɫимоɫɬи оɬ 

диɫкɪиминанɬа 2
2

1 4aaD � , два ɪазлиɱнɵɯ дейɫɬвиɬелɶнɵɯ ɪеɲениɹ, два ɫовпадаɸɳиɯ 

дейɫɬвиɬелɶнɵɯ ɪеɲениɹ (кɪаɬнɵй коɪенɶ) или паɪɭ комплекɫно-ɫопɪɹженнɵɯ ɪеɲений. 

 В завиɫимоɫɬи оɬ коɪней ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ вɵделɹɸɬɫɹ ɱаɫɬнɵе 

ɪеɲениɹ (ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳие коɪнɹм ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ), обɪазɭɸɳие 

ɮɭндаменɬалɶнɭɸ ɫиɫɬемɭ ɪеɲений и запиɫɵваеɬɫɹ ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳее обɳее ɪеɲение (4). 

Коɪни и вид обɳего ɪеɲениɹ диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (3) пɪедɫɬавленɵ в Таблиɰе 1. 

 

Таблиɰа 1 

  

Коɪни и вид обɳего ɪеɲениɹ диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

 

1 ɫлɭɱай 21,kk  – дейɫɬвиɬелɶнɵе и ɪазлиɱнɵе 21 kk z  

xkxk eCeCxy 21
21)( �  

2 ɫлɭɱай 21,kk  – дейɫɬвиɬелɶнɵе и ɫовпадаɸɬ 21 kk   

xkxk exCeCxy 11
21)( ��  

3 ɫлɭɱай 21,kk  – комплекɫно-ɫопɪɹженнɵе, ɬ.е. biak �� 1 , biak �� 2 . 

bxeCbxeCxy axax sincos)( 21 �  

 

 

В первом случае линейно незавиɫимɵми ɱаɫɬнɵми ɪеɲениɹми иɫɯодного 

диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ ɹвлɹɸɬɫɹ xkexy 1)(1  , xkexy 2)(2  . Фɭнкɰии 

xkexy 1)(1  , xkexy 2)(2   дейɫɬвиɬелɶно линейно незавиɫимɵе, ɬ.к. длɹ ɷɬиɯ ɮɭнкɰий 

опɪеделиɬелɶ Вɪонɫкого 
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0)(
)()(
)()(

21
21

21

12
2121

21 z�  
cc

xkxk
xkxk

xkxk
eekk

ekek
ee

xyxy
xyxy

. 

Вɵвод: обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнение имееɬ вид: 

xkxk eCeCxy 21
21)( � . 

Во втором случае одним ɱаɫɬнɵм ɪеɲением ɹвлɹеɬɫɹ ɮɭнкɰиɹ xkexy 1)(1  .             

В каɱеɫɬве вɬоɪого ɪеɲениɹ беɪеɬɫɹ ɮɭнкɰиɹ xkxexy 1)(2  . Покажем, ɱɬо ɮɭнкɰиɹ 

xkxexy 1)(2   дейɫɬвиɬелɶно ɹвлɹеɬɫɹ ɱаɫɬнɵм ɪеɲением диɮɮеɪенɰиалɶного      

ɭɪавнениɹ (3). 

Подɫɬавим )(2 xy   в ɭɪавнение 021  �c�cc yayay .  

Тогда 

� � � � � � � � � � � �
� � � � � �

� � � � � �.22 11211
2

12111
2

11

211111

211121

111

111111

11111111

akeakakxexaxkaaxkke

xeaxekeaxekekek

xeaxekeaxekexeaxeaxe

xkxkxk

xkxkxkxkxkxk

xkxkxkxkxkxkxkxk

������ ����� 

 ����� 

 ���
c

� �
c

�
s

 

Замеɬим, ɱɬо 1k  ɹвлɹеɬɫɹ коɪнем ɭɪавнениɹ 

0211
2

1  �� akak , 

и, ɱɬо в ɫлɭɱае ɪавенɫɬва коɪней ɭɪавнениɹ (6),  диɫкɪиминанɬ 0 D , ɬ.е. 
2
1

1
ak � .  

То еɫɬɶ 00 { . Чɬо и ɬɪебовалоɫɶ показаɬɶ. 

Таким обɪазом, xkxexy 1)(2   ɹвлɹеɬɫɹ ɱаɫɬнɵм ɪеɲением диɮɮеɪенɰиалɶного 

ɭɪавнениɹ (3). 

Покажем линейнɭɸ незавиɫимоɫɬɶ ɮɭнкɰий xkexy 1)(1   и xkxexy 1)(2  . Длɹ ɷɬого 

вɵɱиɫлим опɪеделиɬелɶ Вɪонɫкого 

0)(

)()(
)()(

111111

111

11

2
11

1121

21

z ��� 

 
�

 
cc

xkxkxkxkxkxk

xkxkxk

xkxk

eexekxekee

xekeek
xee

xyxy
xyxy

. 

Вɵвод: обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнение имееɬ вид: 

xkxk exCeCxy 11
21)( �� . 
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В третɶем случае имеем паɪɭ комплекɫнɵɯ ɱаɫɬнɵɯ ɪеɲений линейного 

одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ xbiaexy )(
1 )( ��  и xbiaexy )(

2 )( �� . 

Воɫполɶзовавɲиɫɶ ɮоɪмɭлой Эйлеɪа из ɬеоɪии ɮɭнкɰий комплекɫного пеɪеменного, 

ɫвɹзɵваɸɳей комплекɫнɭɸ ɷкɫпоненɬɭ ɫ ɬɪигономеɬɪиɱеɫкими ɮɭнкɰиɹми 

xixe xi sincos �� � , 

пɪедɫɬавим  ɪеɲениɹ в виде 

� �bxibxeeeexy axbxiaxxbia sincos)( )(
1 ��   ��� , 

� �bxibxeeeexy axbxiaxxbia sincos)( )(
2 ��   ���� . 

Далее, поɫɬɪоим линейнɵе комбинаɰии ɷɬиɯ ɪеɲений ɫледɭɸɳего вида: 

bxeyyxy ax cos
2

)( 21*
1  

�
 , 

bxeyyxy ax sin
2

)( 21*
2  

�
 . 

По ɬеоɪеме о линейнɵɯ ɫвойɫɬваɯ ɪеɲений даннɵе ɮɭнкɰии ɬакже бɭдɭɬ ɹвлɹɬɶɫɹ 

ɪеɲениɹми иɫɯодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ. Соɫɬавим опɪеделиɬелɶ Вɪонɫкого 

ax
axaxaxax

axax
be

bxbebxaebxebxae
bxebxe

xyxy
xyxy  

��
 

cossinsincos
sincos

)(')('
)()(

*
2

*
1

*
2

*
1 . 

Так как ɷкɫпоненɰиалɶнаɹ ɮɭнкɰиɹ ɫɬɪого положиɬелɶна, а ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение 

имееɬ  комплекɫнɵе коɪни (знаɱиɬ 0zb ), ɬо ɷɬоɬ опɪеделиɬелɶ оɬлиɱен оɬ нɭлɹ.                  

В ɫооɬвеɬɫɬвии ɫ кɪиɬеɪием ɮɭндаменɬалɶноɫɬи, ɪеɲениɹ bxexy ax cos)(*
1  , 

bxexy ax sin)(*
2   ɹвлɹɸɬɫɹ линейно незавиɫимɵми, и длɹ ɭɪавнениɹ вɬоɪого поɪɹдка 

обɪазɭɸɬ ɮɭндаменɬалɶнɭɸ ɫиɫɬемɭ ɪеɲений. 

Таким обɪазом, обɳее ɪеɲение имееɬ вид  

bxeCbxeCxy axax sincos)( 21 � . 

Обобɳим ɬеоɪиɸ. 
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Алгоритм нахождениɹ обɳего реɲениɹ линейного однородного 

дифференциалɶного уравнениɹ второго порɹдка с постоɹннɵми коɷффициентами  

021  �c�cc yayay . 

1. Запиɫɵваем ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение 021
2  �� akak . 

2. Наɯодим коɪни ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ 1k , 2k . 

3. В завиɫимоɫɬи оɬ знаɱений коɪней ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ запиɫɵваем обɳее 

ɪеɲение линейного одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ ɫ поɫɬоɹннɵми 

коɷɮɮиɰиенɬами в виде: 

x xkxk eCeCxy 21
21)( � , еɫли 21 kk z , Rkk �21, ; 

x xkxk exCeCxy 11
21)( �� , еɫли 21 kk  , Rkk �21, ; 

x bxeCbxeCxy axax sincos)( 21 � , еɫли biak �� 1 , biak �� 2 . 

Раɫɫмоɬɪим пɪимеɪɵ длɹ каждого ɫлɭɱаɹ. 

 

2.2. Примерɵ 
 

Пример 1. Найɬи обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

06114  �c�cc yyy      (13) 

Соɫɬавим ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение по пɪиведенномɭ вɵɲе ɫпоɫобɭ. Полɭɱим 

квадɪаɬное ɭɪавнение 

06114 2  �� kk . 

Реɲим его. 

42
6441111 2

1 �
����

 k , 
42

6441111 2

2 �
����

 k .    

Оɬкɭда 

21  k , 
4
3

2  k . 

 Хаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение имееɬ два ɪазлиɱнɵɯ дейɫɬвиɬелɶнɵɯ ɪеɲениɹ, ɬ.е. 

имеем пеɪвɵй ɫлɭɱай в Таблиɰе 1.  В ɫооɬвеɬɫɬвии ɫ пɪиведенной ɬаблиɰей можно вɵпиɫаɬɶ 

ɮɭндаменɬалɶнɭɸ ɫиɫɬемɭ ɪеɲений данного ɭɪавнениɹ 

xexy 2
1 )(  ,  

x
exy 4

3

2 )(   

и полɭɱиɬɶ обɳее ɪеɲение иɫɯодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 
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xx eCeCxy 4
3

2
2

1)( � . 

Сделаем проверкɭ найденного обɳего ɪеɲениɹ. Длɹ ɷɬого найдем пеɪвɭɸ и вɬоɪɭɸ 

пɪоизводнɵе обɳего ɪеɲениɹ 

xx eCeCxy 4
3

2
2

1)( � . 

� � xxxxxx eCeCeCeCeCeCy 4
3

2
2

1
4
3

2
2

1
4
3

2
2

1 4
32 � 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
�
c

 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
� c c , 

� � xxxxxx eCeCeCeCeCeCy 4
3

2
2

1
4
3

2
2

1
4
3

2
2

1 16
94

4
32

4
32 � 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
�
c

 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
� cc . 

Подɫɬавим обɳее ɪеɲение вмеɫɬе ɫ найденнɵми пɪоизводнɵми в иɫɯодное  

ɭɪавнение (13). 

.06
4

33
4
9)62216(

66
4
3322

4
916

6
4
3211

16
944

4
3

2
2

1

4
3

2
2

1
4
3

2
2

1
4
3

2
2

1

4
3

2
2

1
4
3

2
2

1
4
3

2
2

1

 ¸
¹
·

¨
©
§ ����� 

 ����� 

 ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
���¸

¸

¹

·

¨
¨

©

§
���¸

¸

¹

·

¨
¨

©

§
��

xx

xxxxxx

xxxxxx

eCeC

eCeCeCeCeCeC

eCeCeCeCeCeC

 

То еɫɬɶ 00 { . Чɬо и ɬɪебовалоɫɶ показаɬɶ. 

 

Пример 2. Найɬи обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

044  �c�cc yyy       (14) 

 Соɫɬавим ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение по пɪиведенномɭ вɵɲе ɫпоɫобɭ. Полɭɱим 

квадɪаɬное ɭɪавнение 

0144 2  �� kk . 

Реɲим его. 

42
144414 2

1 �
����

 k , 
42

144414 2

2 �
����

 k .    

Оɬкɭда 
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2
1

1  k , 
2
1

2  k . 

 Хаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение имееɬ два ɫовпадаɸɳиɯ дейɫɬвиɬелɶнɵɯ коɪнɹ (или 

один дейɫɬвиɬелɶнɵй коɪенɶ кɪаɬноɫɬи два), ɬ.е. имеем вɬоɪой ɫлɭɱай в Таблиɰе 1. 

В ɫооɬвеɬɫɬвии ɫ пɪиведенной ɬаблиɰей можно вɵпиɫаɬɶ ɮɭндаменɬалɶнɭɸ ɫиɫɬемɭ 

ɪеɲений данного ɭɪавнениɹ 

x
exy 2

1

1 )(  ,  
x

xexy 2
1

2 )(   

и полɭɱиɬɶ обɳее ɪеɲение иɫɯодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xx
xeCeCxy 2

1

2
2
1

1)( � . 

Сделаем проверкɭ найденного обɳего ɪеɲениɹ. Длɹ ɷɬого найдем пеɪвɭɸ и вɬоɪɭɸ 

пɪоизводнɵе обɳего ɪеɲениɹ 

xx
xeCeCxy 2

1

2
2
1

1)( � . 

xxxxxxx
xeCeCeCxeCeCxeCeCy 2

1

2
2
1

2
2
1

1
2
1

2
2
1

1
2
1

2
2
1

1 2
1

2
1

�� 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
�

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
� c , 

.
2
11

2
1

2
1

4
1

2
11

2
1

2
11

2
1

2
1

2
2
1

2
2
1

1

2
1

2
2
1

1
2
1

2
2
1

1

xxx

xxxx

exCeCeC

exCeCexCeCy

¸
¹
·

¨
©
§ ��� 

 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
¸
¹
·

¨
©
§ ��

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
 

c

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
¸
¹
·

¨
©
§ �� cc

. 

 Подɫɬавим обɳее ɪеɲение вмеɫɬе ɫ найденнɵми пɪоизводнɵми в иɫɯодное  

ɭɪавнение (14). 

� � .0244)121(

2
11

2
14

4
11

4
14

2
1

2
2
1

1
2
1

2
2
1

1

2
1

2
2
1

1
2
1

2
2
1

1

 ������� ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
��

�¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
¸
¹
·

¨
©
§ ����¸

¸

¹

·

¨
¨

©

§
¸
¹
·

¨
©
§ ���

xxxx

xxxx

eCxxxeCxeCeC

exCeCexCeC

 

То еɫɬɶ 00 { . Чɬо и ɬɪебовалоɫɶ показаɬɶ. 
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Пример 3. Найɬи обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

0372  �c�cc yyy       (15) 

Соɫɬавим ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение по пɪиведенномɭ вɵɲе ɫпоɫобɭ. Полɭɱим 

квадɪаɬное ɭɪавнение 

03722  �� kk .      (16) 

Реɲим его. 

2
37422 2

1
���

 k , 
2

37422 2

2
���

 k . 

Оɬкɭда 

2
1442

1
��

 k , 
2

1442
2

��
 k , 

ik 611 � , ik 612 � , 

где  

1� i . 

Хаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение (16) имееɬ два комплекɫно-ɫопɪɹженнɵɯ ɪеɲениɹ, ɬ.е. 

имеем ɬɪеɬий ɫлɭɱай в Таблиɰе 1.  В ɫооɬвеɬɫɬвии ɫ пɪиведенной ɬаблиɰей можно вɵпиɫаɬɶ 

ɮɭндаменɬалɶнɭɸ ɫиɫɬемɭ ɪеɲений данного ɭɪавнениɹ 

xexy x 6cos)(1  ,  xexy x 6sin)(2   

и полɭɱиɬɶ обɳее ɪеɲение иɫɯодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xeCxeCxy xx 6sin6cos)( 21 � . 

Сделаем проверкɭ найденного обɳего ɪеɲениɹ. Длɹ ɷɬого найдем пеɪвɭɸ и вɬоɪɭɸ 

пɪоизводнɵе обɳего ɪеɲениɹ 

xeCxeCxy xx 6sin6cos)( 21 � . 

� � � � � �
,6cos66sin6sin66cos

6sin6cos6sin6cos

2211

2121

xeCxeCxeCxeC

xeCxeCxeCxeCy
xxxx

xxxx

����� 

 
c

�
c

 
c

� c  

� � � �� �
� �� � � �� �
� � � �
� � � � .6cos666sin6

6sin666cos6

6sin66cos6

6sin66cos6

1212

2121

1221

1221

xeCCxeCC

xeCCxeCC

xeCCxeCC

xeCCxeCCy

xx

xx

xx

xx

���������

��������� 

 
c

����
c

��� 

 
c

������� cc

. 
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Подɫɬавим обɳее ɪеɲение вмеɫɬе ɫ найденнɵми пɪоизводнɵми в иɫɯодное  

ɭɪавнение (15). 

� � � �
� � � �� �
� �

.06sin)37235(6cos)1212(

6sin)1212(6cos)37235(

6sin6cos37

6sin66cos62

6sin35126cos1235

22

11

21

1221

2121

 ��������

��������� 

 ���

����������

����������

xeCxeC

xeCxeC

xeCxeC

xeCCxeCC

xeCCxeCC

xx

xx

xx

xx

xx

 

То еɫɬɶ 00 { . Чɬо и ɬɪебовалоɫɶ показаɬɶ. 
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3. Линейнɵе неоднороднɵе дифференциалɶнɵе уравнениɹ второго 
порɹдка с постоɹннɵми коɷффициентами 
 

Раɫɫмоɬɪим ɬепеɪɶ ɪеɲение линейного неодноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

вɬоɪого поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами (2): 

)(21 xfyayay  �c�cc . 

Покажем ɪеɲение данного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ двɭмɹ меɬодами: меɬодом 

ваɪиаɰии пɪоизволɶнɵɯ поɫɬоɹннɵɯ и меɬодом неопɪеделеннɵɯ коɷɮɮиɰиенɬов. 

 

3.1. Метод вариации произволɶнɵх постоɹннɵх (метод Лагранжа) 
 

В обɳем ɫлɭɱае ɷɬо ɭɪавнение можеɬ бɵɬɶ ɪеɲено меɬодом вариаɰии произволɶнɵɯ 

посɬоɹннɵɯ (меɬодом Лагɪанжа). Алгоɪиɬм наɯождениɹ ɪеɲениɹ меɬодом Лагɪанжа ɫоɫɬоиɬ 

в ɫледɭɸɳем: 

1. Наɯодим обɳее ɪеɲение линейного одноɪодного ɭɪавнениɹ (3), ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳее 

иɫɯодномɭ неодноɪодномɭ ɭɪавнениɸ (2) 

)()()( 2211 xyCxyCxy � . 

2. Бɭдем иɫкаɬɶ обɳее ɪеɲение неодноɪодного ɭɪавнениɹ в виде обɳего ɪеɲениɹ 

одноɪодного ɭɪавнениɹ, ɫɱиɬаɹ, ɱɬо пɪоизволɶнɵе поɫɬоɹннɵе ɹвлɹɸɬɫɹ ɮɭнкɰиɹми 

незавиɫимой пеɪеменной x , ɬ.е. в виде 

)()()()()( 2211 xyxCxyxCxy � .   (17) 

Таким обɪазом, ɮɭнкɰии )(1 xC , )(2 xC  ɭɪавнениɹ (17) могɭɬ бɵɬɶ найденɵ как ɪеɲениɹ 

ɫиɫɬемɵ ɭɪавнений 

¯
®
­

 cc�cc
 c�c

),()()(
,0)()(

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC

.    (18) 

коɬоɪаɹ ɹвлɹеɬɫɹ линейной ɫиɫɬемой двɭɯ алгебɪаиɱеɫкиɯ ɭɪавнений ɫ двɭмɹ неизвеɫɬнɵми 

оɬноɫиɬелɶно )(1 xC , )(2 xC . Пɪедɫɬавим ɫиɫɬемɭ (18) в маɬɪиɱном виде 

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
c
c

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
cc )(

0
)(
)(

2

1

21

21

xfxC
xC

yy
yy

.    (19) 

Так как ɮɭнкɰии )(1 xy , )(2 xy  ɹвлɹɸɬɫɹ линейно незавиɫимɵми, ɬо опɪеделиɬелɶ 

Вɪонɫкого (5) 
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0
)()(
)()(

))(),((
21

21
21 z

cc
 

xyxy
xyxy

xyxyW . 

длɹ лɸбɵɯ x . Тогда ɫиɫɬема (19) имееɬ единɫɬвенное ɪеɲение 

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
cc

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
c
c �

)(
0

)(
)( 1

21

21

2

1

xfyy
yy

xC
xC

. 

Поɷɬомɭ и ɫиɫɬема двɭɯ ɭɪавнений (18) имееɬ единɫɬвенное ɪеɲение )()( 11 xgxC  c , 

)()( 22 xgxC  c . Инɬегɪиɪɭɹ полɭɱеннɵе ɪавенɫɬв, найдем ɮɭнкɰии )(1 xC , )(2 xC  и ɬем 

ɫамɵм полɭɱим обɳее ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ.(2). 

 

3.2. Пример 
 
Пример 4. Найɬи обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xxeyyy � �c�cc 643     (20) 

Шаг 1. Найдем однy   – обɳее ɪеɲение ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳего одноɪодного ɭɪавнениɹ, 

ɬ.е. ɭɪавнениɹ 

043  �c�cc yyy  

Длɹ ɷɬого ɫоɫɬавим ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение по пɪиведенномɭ вɵɲе ɫпоɫобɭ. Полɭɱим 

квадɪаɬное ɭɪавнение 

0432  �� kk . 

Реɲаɹ квадɪаɬное ɭɪавнение, полɭɱим коɪни ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ 11 � k , 

42  k . Эɬи коɪни ɹвлɹɸɬɫɹ дейɫɬвиɬелɶнɵми и ɪазлиɱнɵми  (пеɪвɵй ɫлɭɱай), поɷɬомɭ 

ɮɭндаменɬалɶнаɹ ɫиɫɬема ɪеɲений, ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳаɹ ɷɬим коɪнɹм, бɭдеɬ имеɬɶ вид: 
xexy � )(1 , 

xexy 4
2 )(  . 

Следоваɬелɶно, обɳее ɪеɲение одноɪодного ɭɪавнениɹ опɪеделɹеɬɫɹ ɮоɪмɭлой: 
xx

одн eCeCxy 4
21)( � � .     

Шаг 2. Бɭдем иɫкаɬɶ обɳее ɪеɲение неодноɪодного линейного ɭɪавнениɹ в виде 

обɳего ɪеɲениɹ одноɪодного линейного ɭɪавнениɹ, ɫɱиɬаɹ, ɱɬо пɪоизволɶнɵе поɫɬоɹннɵе 

ɹвлɹɸɬɫɹ ɮɭнкɰиɹми незавиɫимой пеɪеменной x , ɬ.е. в виде 
xx exCexCxy 4

21 )()()( � � .    (21) 



 19 

Фɭнкɰии )(1 xC , )(2 xC  могɭɬ бɵɬɶ найденɵ из ɪеɲениɹ ɫиɫɬемɵ (18), 

где  
xexy � )(1 , xexy 4

2 )(  , xexy �� c )(1 , xexy 4
2 4)(  c , xxexf � 6)( , ɬ.е. 

°̄
°
®
­

 c�c�

 c�c
��

�

.6)(4)(

,0)()(
4

21

4
21

xxx

xx

xeexCexC

exCexC
.    (22) 

Пɪеобɪазɭем ɭɪавнениɹ (22). 

°̄
°
®
­

 c�c�

c� c
��

�

,6)(4)(

,)()(
4

21

4
21

xxx

xx

xeexCexC

exCexC
 
°̄
°
®
­

 c

c� c
�

�

,6)(5

,)()(
4

2

4
21

xx

xx

xeexC

exCexC
  

°̄

°
®

­

 c

c� c

�

�

,
5

6)(

,)()(

5
2

4
21

x

xx

exxC

exCexC
 

°
°
¯

°°
®

­

 c

� c

�

��

,
5

6)(

,
5

6)(

5
2

45
1

x

xxx

exxC

eexexC
 

оɬкɭда 

°
°
¯

°°
®

­

 c

� c

� .
5

6)(

,
5

6)(

5
2

1

xexxC

xxC
 

Так как ɮɭнкɰиɹ 
5

6)(1
xxC � c , ɬо dxxdxxC ³³ � c

5
6)(1 .  

Тогда  

AxxC �� 2
1 5

3)( , 

где A  – пɪоизволɶнаɹ поɫɬоɹннаɹ. 

Так как ɮɭнкɰиɹ xexxC 5
2 5

6)( � c , ɬо.  

dxexdxxC x³³ � c 5
2 5

6)( .     (23) 

Найдем инɬегɪал (23), пɪименɹɹ ɮоɪмɭлɭ инɬегɪиɪованиɹ по ɱаɫɬɹм: 

³ ³� vduuvudv , 

где xu  , dxedv x5

5
6 � , dxdu  , xev 5

25
6 �� . 
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BexedxexedxexxC xxxxx ��� ���  ����� ³³ 55555
2 125

6
25
6

25
6

25
6

5
6)( , 

где B  – пɪоизволɶнаɹ поɫɬоɹннаɹ. 

Подɫɬавлɹɹ  )(1 xC , )(2 xC  в (21) полɭɱим ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xxxx eBexeeAxxy 4552
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Раɫкɪоем в ɮоɪмɭле (24) ɫкобки и ɫгɪɭппиɪɭем ɷлеменɬɵ 
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Обознаɱив пɪоизволɶнɵе поɫɬоɹннɵе  

125
6

1 � AC , BC  2 , 

запиɲем ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного линейного ɭɪавнениɹ (20) в виде 
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Сделаем проверкɭ найденного обɳего ɪеɲениɹ. Длɹ ɷɬого найдем пеɪвɭɸ и вɬоɪɭɸ 

пɪоизводнɵе обɳего ɪеɲениɹ 

.
25
6

25
24

5
34

25
6

5
3

25
6

5
64)(

24
21

24
21

xxx

xxxx

exxeCeC

exxexeCeCxy

��

���

¸
¹
·

¨
©
§ ������� 

 ¸
¹
·

¨
©
§ ���¸

¹
·

¨
©
§ ������� c

 

.
25
18

25
54

5
316

25
6

25
24

5
3

25
24

5
616)(

24
21

24
21

xxx

xxxx

exxeCeC

exxexeCeCxy

��

���

¸
¹
·

¨
©
§ ������� 

 ¸
¹
·

¨
©
§ ���¸

¹
·

¨
©
§ ����� cc

 

Подɫɬавим обɳее ɪеɲение вмеɫɬе ɫ найденнɵми пɪоизводнɵми в левɭɸ ɱаɫɬɶ 

иɫɯодного ɭɪавнениɹ (20) 
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То еɫɬɶ xx xexe �� { 66 . Чɬо и ɬɪебовалоɫɶ показаɬɶ. 
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3.3. Метод неопределеннɵх коɷффициентов 
 

Меɬод ваɪиаɰии пɪоизволɶнɵɯ поɫɬоɹннɵɯ доɫɬаɬоɱно ɫложен, поɷɬомɭ в ɪɹде 

ɫлɭɱаев, когда пɪаваɹ ɱаɫɬɶ диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ имееɬ ɫпеɰиалɶнɵй вид, можно 

иɫполɶзоваɬɶ дɪɭгой меɬод – меɬод неопределеннɵɯ коɷɮɮиɰиенɬов. Длɹ ɷɬого 

воɫполɶзɭемɫɹ ɫледɭɸɳим ɭɬвеɪждением о ɫɬɪɭкɬɭɪе обɳего ɪеɲениɹ неодноɪодного 

обɵкновенного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ. 

Утверждение 2.  Обɳее ɪеɲение )(xy  линейного неодноɪодного 

диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (2) ɪавно ɫɭмме обɳего ɪеɲениɹ )(xyодн  ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳего 

одноɪодного ɭɪавнениɹ (3) и ɱаɫɬного ɪеɲениɹ )(xyɱаɫɬ  иɫɯодного неодноɪодного 

ɭɪавнениɹ.(2) 

ɱаɫɬодн yyxy � )( . 

Обɳее ɪеɲение )(xyодн  линейного одноɪодного ɭɪавнениɹ наɯодим по алгоɪиɬмɭ, 

пɪиведенномɭ вɵɲе. Далее необɯодимо найɬи ɱаɫɬное ɪеɲение )(xyɱаɫɬ  неодноɪодного 

ɭɪавнениɹ. В ɫлɭɱае, когда пɪаваɹ ɱаɫɬɶ иɫɯодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ имееɬ 

вид: 

� �bxxQbxxPexf mn
ax sin)(cos)()( � , 

где )(xPn , )(xQm   – полиномɵ ɫɬепени n ,m  ɫооɬвеɬɫɬвенно, a , b  – некоɬоɪɵе 

поɫɬоɹннɵе ɱиɫла, ɬо ɱаɫɬное ɪеɲение неодноɪодного ɭɪавнениɹ бɭдеɬ имеɬɶ ɫледɭɸɳɭɸ 

ɫɬɪɭкɬɭɪɭ: 

� �bxxMbxxNexy ll
axr

ɱаɫɬ sin)(cos)( � ,    (26) 

где )(xNl , )(xMl  – полиномɵ ɫɬепени � �mnl ,max , запиɫаннɵе ɫ неопɪеделеннɵми 

коɷɮɮиɰиенɬами; велиɱина r  ɪавна ɱиɫлɭ коɪней ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ (8), 

ɫовпадаɸɳиɯ ɫ ɱиɫлом bia �� .  

Таким обɪазом,  

x 0 r , еɫли ɫɪеди коɪней ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ 1k , 2k  неɬ ɱиɫла bia �� ;  

x 1 r , еɫли один коɪенɶ ɫовпадаеɬ ɫ ɷɬим ɱиɫлом; 

x 2 r , еɫли оба коɪнɹ ɫовпадаɸɬ ɫ ɷɬим ɱиɫлом. 

Далее, в ɫооɬвеɬɫɬвии ɫ алгоɪиɬмом, знаɹ ɫɬɪɭкɬɭɪɭ ɱаɫɬного ɪеɲениɹ неодноɪодного 

ɭɪавнениɹ (26), неизвеɫɬнɵми коɬоɪого ɹвлɹɸɬɫɹ коɷɮɮиɰиенɬɵ полиномов, подɫɬавим его 

вмеɫɬе ɫ пɪоизводнɵми в иɫɯодное ɭɪавнение. Пɪиɪавниваем коɷɮɮиɰиенɬɵ подобнɵɯ 



 23 

ɱленов ɫлева и ɫпɪава. Полɭɱим ɫиɫɬемɭ линейнɵɯ алгебɪаиɱеɫкиɯ ɭɪавнений длɹ 

вɵɱиɫлениɹ неизвеɫɬнɵɯ коɷɮɮиɰиенɬов. 

Таким обɪазом, пɪоɰеɫɫ наɯождениɹ ɱаɫɬного ɪеɲениɹ )(xyɱаɫɬ  неодноɪодного 

ɭɪавнениɹ ɫводиɬɫɹ к пɪименениɸ ɬакиɯ ɷлеменɬаɪнɵɯ опеɪаɰий, как диɮɮеɪенɰиɪование и  

ɪеɲение линейнɵɯ алгебɪаиɱеɫкиɯ ɭɪавнений. Замеɬим, ɱɬо в ɷɬом меɬоде не иɫполɶзɭеɬɫɹ 

опеɪаɰиɹ инɬегɪиɪованиɹ, коɬоɪаɹ необɯодима в меɬоде ваɪиаɰии пɪоизволɶнɵɯ 

поɫɬоɹннɵɯ. 

 

3.4. Примерɵ 
 
Пример 5. Найɬи обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xxeyyy � �c�cc 643      (27) 

Данное ɭɪавнение ɹвлɹеɬɫɹ обɵкновеннɵм диɮɮеɪенɰиалɶнɵм ɭɪавнением вɬоɪого 

поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами. Его обɳее ɪеɲение )(xy  имееɬ вид: 

ɱаɫɬодн yyxy � )( ,     (28) 

где однy  – обɳее ɪеɲение ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳего одноɪодного ɭɪавнениɹ, ɱаɫɬy  – ɱаɫɬное 

ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ. 

Шаг 1. Запиɲем обɳее ɪеɲение ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳего одноɪодного ɭɪавнениɹ (полɭɱено 

вɵɲе в Примере 4): 
xx

одн eCeCxy 4
21)( � � . 

Шаг 2. Найдем ɱаɫɬy  – ɱаɫɬное ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ. 

Раɫɫмоɬɪим пɪавɭɸ ɱаɫɬɶ иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ 
xxexf � 6)( . 

Видно, ɱɬо пɪаваɹ ɱаɫɬɶ иɫɯодного ɭɪавнениɹ имееɬ ɫпеɰиалɶнɵй вид 

� �bxxQbxxPexexf mn
axx sin)(cos)(6)( �{ � , 

где 

1� a , 0 b , полином xxPn 6)(  , ɬ.е. 1 n , полином  0)(  xQm , ɬ.е. 0 m . 

Так как пɪаваɹ ɱаɫɬɶ имееɬ ɫпеɰиалɶнɵй вид, ɬо ɫɬɪɭкɬɭɪа ɱаɫɬного ɪеɲениɹ в обɳем ɫлɭɱае 

бɭдеɬ имеɬɶ вид: 

� �bxxMbxxNexy ll
axr

ɱаɫɬ sin)(cos)( � , 

где велиɱинɵ r , l  и полиномɵ )(xNl , )(xMl  наɯодɹɬɫɹ ɫледɭɸɳим обɪазом. Так как  
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Знаɱиɬ BAxxNl � )( , DCxxMl � )( , где A , B , C , D   – поɫɬоɹннɵе. Тогда 

ɫɬɪɭкɬɭɪа ɱаɫɬного ɪеɲениɹ иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ ɫ неопɪеделеннɵми 

коɷɮɮиɰиенɬами бɭдеɬ имеɬɶ вид: 

� � � � � � � �� � � �BAxxexDCxxBAxexy xx
ɱаɫɬ � ������� ��� 0sin0cos11 . 

Коɷɮɮиɰиенɬɵ A , B  опɪеделим меɬодом неопɪеделеннɵɯ коɷɮɮиɰиенɬов. Длɹ ɷɬого 

подɫɬавим ɱаɫɬное ɪеɲение ɫ неопɪеделеннɵми коɷɮɮиɰиенɬами в иɫɯодное ɭɪавнение, 

пɪедваɪиɬелɶно вɵɱиɫлив пеɪвɭɸ и вɬоɪɭɸ пɪоизводнɵе. 

� �BAxxey x � � , 

� � � � � �� �BxBAAxeBAxeBxAxey xxx ����� ���� c ��� 22 22 , 
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Тогда 
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Подɫɬавим данное вɵɪажение в ɭɪавнение (27). 

� �� � xx xeBAxAe ��  ���� 65210 . 

Разделим обе ɱаɫɬи ɭɪавнениɹ на xe�  и пɪиɪавнɹем коɷɮɮиɰиенɬɵ пɪи 0x  и 1x . Полɭɱим 

ɫиɫɬемɭ 
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A

 

из коɬоɪой найдем коɷɮɮиɰиенɬɵ A , B : 
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Тогда ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ имееɬ вид: 

¸
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¨
©
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25
6

5
3 xxey x

ɱаɫɬ , 

а обɳее ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (27) опɪеделɹеɬɫɹ 

ɮоɪмɭлой (28): 

¸
¹
·

¨
©
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25
6

5
3)( 4

21 xxeeCeCxy xxx . 

Видно, ɱɬо обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (27), полɭɱенное ɫ помоɳɶɸ 

пɪименениɹ меɬода неопɪеделеннɵɯ коɷɮɮиɰиенɬов, ɫовпадаеɬ ɫ ɪеɲением (25), 

полɭɱеннɵм меɬодом ваɪиаɰии пɪоизволɶнɵɯ поɫɬоɹннɵɯ в Примере 4. 

 

Пример 6. Найɬи обɳее ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xeyyy x 5cos136 3� �c�cc     (29) 

 Данное ɭɪавнение ɹвлɹеɬɫɹ обɵкновеннɵм диɮɮеɪенɰиалɶнɵм ɭɪавнением вɬоɪого 

поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами. Его обɳее ɪеɲение )(xy  имееɬ вид: 

ɱаɫɬодн yyxy � )( ,     (30) 

где однy  – обɳее ɪеɲение ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳего одноɪодного ɭɪавнениɹ, ɱаɫɬy  – ɱаɫɬное 

ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ. 

Шаг 1. Найдем однy  – обɳее ɪеɲение ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳего одноɪодного ɭɪавнениɹ, ɬ.е. 

ɭɪавнениɹ 

0136  �c�cc yyy .       

Длɹ ɷɬого ɫоɫɬавим ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкое ɭɪавнение по пɪиведенномɭ вɵɲе ɫпоɫобɭ. Полɭɱим 

квадɪаɬное ɭɪавнение 

01362  �� kk .       

Реɲим его. 

2
13466 2

1
����

 k ,
2

13466 2

2
����

 k .    

Оɬкɭда 

ik 231 �� , ik 232 �� . 

Мɵ имеем два комплекɫно-ɫопɪɹженнɵɯ коɪнɹ (ɬɪеɬий ɫлɭɱай) поɷɬомɭ ɮɭндаменɬалɶнаɹ 

ɫиɫɬема ɪеɲений, ɫооɬвеɬɫɬвɭɸɳаɹ ɷɬим коɪнɹм, бɭдеɬ имеɬɶ вид:  
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xexy x 2cos)( 3
1

� , 

xexy x 2sin)( 3
2

� . 

Следоваɬелɶно, обɳее ɪеɲение одноɪодного ɭɪавнениɹ опɪеделɹеɬɫɹ ɮоɪмɭлой: 

xeCxeCxy xx
одн 2sin2cos)( 3

2
3

1
�� � .    

Шаг 2. Найдем ɱаɫɬy  – ɱаɫɬное ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ. 

Раɫɫмоɬɪим пɪавɭɸ ɱаɫɬɶ иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ 

xexf x 5cos)( 3� . 

Видно, ɱɬо пɪаваɹ ɱаɫɬɶ иɫɯодного ɭɪавнениɹ имееɬ ɫпеɰиалɶнɵй вид 

� �bxxQbxxPexexf mn
axx sin)(cos)(5cos)( 3 �{ � , 

где 

3� a , 5 b , полином 1)(  xPn , ɬ.е. 0 n , полином  0)(  xQm , ɬ.е. 0 m . 

Так как пɪаваɹ ɱаɫɬɶ имееɬ ɫпеɰиалɶнɵй вид, ɬо ɫɬɪɭкɬɭɪа ɱаɫɬного ɪеɲениɹ в обɳем ɫлɭɱае 

бɭдеɬ имеɬɶ вид: 

� �bxxMbxxNexy ll
axr

ɱаɫɬ sin)(cos)( � , 

где велиɱинɵ r , l  и полиномɵ )(xNl , )(xMl  наɯодɹɬɫɹ ɫледɭɸɳим обɪазом. Так как  
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Знаɱиɬ AxNl  )( , BxMl  )( , где A , B  – поɫɬоɹннɵе. 

Тогда ɫɬɪɭкɬɭɪа ɱаɫɬного ɪеɲениɹ иɫɯодного неодноɪодного ɭɪавнениɹ ɫ неопɪеделеннɵми 

коɷɮɮиɰиенɬами бɭдеɬ имеɬɶ вид: 

� � � �xBxAexBxAexy xx
ɱаɫɬ 5sin5cos5sin5cos 330 � � �� . 

Коɷɮɮиɰиенɬɵ A , B  опɪеделим меɬодом неопɪеделеннɵɯ коɷɮɮиɰиенɬов. Длɹ ɷɬого 

подɫɬавим ɱаɫɬное ɪеɲение ɫ неопɪеделеннɵми коɷɮɮиɰиенɬами в иɫɯодное ɭɪавнение, 

пɪедваɪиɬелɶно вɵɱиɫлив пеɪвɭɸ и вɬоɪɭɸ пɪоизводнɵе. 

� �,5sin5cos3 xBxAey x � �  
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� � � �
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5sin535cos53

5sin535cos533

3

3

3

3

3

xBAxBAe

xABxBAe

xABxBAe

xABxBAe

xABxBAey

x

x

x

x

x

������ 
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�

�

�

�

�

 

Тогда 

� � � �� �
� � � �� � � �

� �.5sin215cos21

5sin5cos135sin535cos536

5sin16305cos3016136

3

33

3

xBxAe

xBxAexABxBAe

xBAxBAeyyy

x

xx

x

���� 

 �����������

������� �c�cc

�

��

�

 

Подɫɬавим данное вɵɪажение в ɭɪавнение (29). 

� � .5cos5sin215cos21 33 xexBxAe xx ��  ����  

Разделим обе ɱаɫɬи ɭɪавнениɹ на xe 3�  и пɪиɪавнɹем коɷɮɮиɰиенɬɵ пɪи x5cos  и x5sin . 

Полɭɱим ɫиɫɬемɭ 

¯
®
­

 �
 �

,021
,121

B
A

 

из коɬоɪой найдем коɷɮɮиɰиенɬɵ A , B : 

°̄

°
®
­

 

� 

.0

,
21
1

B

A  

Тогда ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ имееɬ вид: 

xey x
ɱаɫɬ 5cos

21
1 3�� , 

а обɳее ɪеɲение иɫɯодного неодноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (29) опɪеделɹеɬɫɹ 

ɮоɪмɭлой (30): 

xexeCxeCxy xxx 5cos
21
12sin2cos)( 33

2
3

1
��� �� . 

Сделаем проверкɭ найденного обɳего ɪеɲениɹ. Длɹ ɷɬого найдем пеɪвɭɸ и вɬоɪɭɸ 

пɪоизводнɵе обɳего ɪеɲениɹ 
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� �

� � ,5sin
21
55cos

21
32sin32

2cos235sin
21
55cos

21
3

2cos22sin32sin22cos3)(

333
21

3
21

33

3
2

3
2

3
1

3
1

xexexeCC

xeCCxexe

xeCxeCxeCxeCxy

xxx

xxx

xxxx

���

���

����

����

��� ��

����� c

 

� � � �

� � � �

� � � �

.5cos
21
16

5sin
21
302sin5122cos125

5cos
21
255sin

21
155sin

21
15

5cos
21
92cos3222sin323

2sin2322cos233)(

3

33
221

3
21

333

33
21

3
21

3
21

3
21

xe

xexeCCCxeCC

xexexe

xexeCCxeCC

xeCCxeCCxy

x

xxx

xxx

xxx

xx

�

���

���

���

��

�

����� 

 ���

��������

��������� cc

 

Подɫɬавим обɳее ɪеɲение вмеɫɬе ɫ найденнɵми пɪоизводнɵми в левɭɸ ɱаɫɬɶ 

иɫɯодного ɭɪавнениɹ (29) 

� � � �

� �� �
� �

� �
� �

.5cos5cos
21
13

21
18

21
165sin

21
30

21
30

2sin131812512

2cos131218125

5cos
21
12sin2cos13

5sin
21
55cos

21
32sin326

2cos2365cos
21
165sin

21
30

2sin5122cos125136

333

3
22121

3
12121

33
2

3
1

333
21

3
21

33

3
21

3
21

xexexe

xeCCCCC

xeCCCCC

xexeCxeC

xexexeCC

xeCCxexe

xeCCxeCCyyy

xxx

x

x

xxx

xxx

xxx

xx

���

�

�

���

���

���

��
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·

¨
©
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©
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©
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¹
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©
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То еɫɬɶ xexe xx 5cos5cos 33 �� { . Чɬо и ɬɪебовалоɫɶ показаɬɶ. 
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4. Задача Коɲи 
 

Обɳее ɪеɲение лɸбого диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ ),,( 21 CCxyy  , как ɫледɭеɬ 

из алгоɪиɬма его полɭɱениɹ, ɫодеɪжиɬ беɫɱиɫленное множеɫɬво ɱаɫɬнɵɯ ɪеɲений. 

Возникаеɬ еɫɬеɫɬвеннɵй вопɪоɫ: как из полɭɱенного множеɫɬва ɪеɲений вɵделиɬɶ 

инɬеɪеɫɭɸɳее наɫ ɱаɫɬное ɪеɲение или, дɪɭгими ɫловами, как вɵделиɬɶ нɭжнɭɸ 

инɬегɪалɶнɭɸ кɪивɭɸ? 

Задаɱа Коɲи – ɷɬо одна из оɫновнɵɯ задаɱ ɬеоɪии диɮɮеɪенɰиалɶнɵɯ ɭɪавнений. 

Она ɫоɫɬоиɬ в наɯождении ɪеɲениɹ (инɬегɪала) диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ, 

ɭдовлеɬвоɪɹɸɳего наɱалɶнɵм ɭɫловиɹм (наɱалɶнɵм даннɵм). 

Задаɱи Коɲи обɵɱно возникаɸɬ пɪи анализе пɪоɰеɫɫов, опɪеделɹемɵɯ законом 

ɷволɸɰии и наɱалɶнɵм ɫоɫɬоɹнием, маɬемаɬиɱеɫким вɵɪажением коɬоɪɵɯ ɹвлɹɸɬɫɹ 

диɮɮеɪенɰиалɶнɵе ɭɪавнениɹ и наɱалɶное ɫоɫɬоɹние. Наɱалɶнɵе даннɵе задаɸɬɫɹ            

пɪи 0xx  , а иɫкомое ɪеɲение )(xy  иɳеɬɫɹ длɹ 0xx ! . 

 

4.1. Примерɵ 
 

Пример 7. Найɬи ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

06114  �c�cc yyy      (31) 

еɫли 

1)0(  y , 1)0(  cy .      (32) 

В примере 1 полɭɱено обɳее ɪеɲение иɫɯодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ.   

Так как 

xx eCeCxy 4
3

2
2

1)( � , 

ɬогда 

xx eCeCxy 4
3

2
2

1 4
32)( � c . 

Уɱиɬɵваɹ (32), полɭɱим ɫиɫɬемɭ ɭɪавнений:  

°̄

°
®
­

 � c

 � 

.1
4
32)0(

,1)0(

21

21

CCy

CCy
. 
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Оɬкɭда 

°̄

°
®
­

 �

� 

,1
4
32

,1

21

21

CC

CC
. 

°̄

°
®

­

 ¸
¹
·

¨
©
§ ��

� 

,12
4
32

,1

2

21

C

CC
. 

°
°
¯

°°
®

­

 

 

.
5
4

,
5
1

2

1

C

C
. 

Иɫкомое ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (31) имееɬ вид: 

xx eexy 4
3

2

5
4

5
1)( � . 

 

Пример 8. Найɬи ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xeyyy x 5cos136 3� �c�cc     (33) 

еɫли  

1)0(  y , 1)0(  cy .      (34) 

В примере 6 полɭɱено обɳее ɪеɲение иɫɯодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ.   

Так как 

xexeCxeCxy xxx 5cos
21
12sin2cos)( 33

2
3

1
��� �� , 

ɬогда 

� � � �

.5sin
21
55cos

21
3

2sin232cos32)('

33

3
12

3
12

xexe

xeCCxeCCxy

xx

xx

��

��

��

���� 
. 

Уɱиɬɵваɹ (34), полɭɱим ɫиɫɬемɭ ɭɪавнений:  

°
°
¯

°°
®

­

 �� c

 � 

.1
21
332)0(

,1
21
1)0(

12

1

CCy

Cy
. 
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Оɬкɭда 

°̄

°
®
­

 

 

.2

,
21
11

2

1

C

C
. 

Иɫкомое ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ (33) имееɬ вид: 

xexexexy xxx 5cos
21
12sin22cos

21
11)( 333 ��� �� . 
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5. Вопросɵ длɹ самопроверки 
 

1. Какой вид имееɬ линейное диɮɮеɪенɰиалɶное ɭɪавнение вɬоɪого поɪɹдка                    

ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами? 

2. Какие ɮɭнкɰии назɵваɸɬɫɹ линейно незавиɫимɵми? 

3. Какой вид имееɬ опɪеделиɬелɶ Вɪонɫкого? 

4. Как ɫвɹзанɵ линейнаɹ незавиɫимоɫɬɶ ɫиɫɬемɵ ɮɭнкɰий и опɪеделиɬелɶ Вɪонɫкого 

длɹ ниɯ? 

5. Чɬо назɵваɸɬ ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫким ɭɪавнением линейного одноɪодного 

диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ вɬоɪого поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами? 

6. Какой вид имееɬ обɳее ɪеɲение линейного одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного 

ɭɪавнениɹ вɬоɪого поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами, еɫли коɪни его 

ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ дейɫɬвиɬелɶнɵе и ɪазлиɱнɵе? Дайɬе обоɫнование. 

7. Какой вид имееɬ обɳее ɪеɲение линейного одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного 

ɭɪавнениɹ вɬоɪого поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами, еɫли коɪни его 

ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ комплекɫнɵе? Дайɬе обоɫнование. 

8. Какой вид имееɬ обɳее ɪеɲение линейного одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного 

ɭɪавнениɹ вɬоɪого поɪɹдка ɫ поɫɬоɹннɵми коɷɮɮиɰиенɬами, еɫли коɪни его 

ɯаɪакɬеɪиɫɬиɱеɫкого ɭɪавнениɹ дейɫɬвиɬелɶнɵе и ɫовпадаɸɬ? Дайɬе обоɫнование. 

9. Уɫɬановиɬе линейнɭɸ завиɫимоɫɬɶ или линейнɭɸ незавиɫимоɫɬɶ ɫиɫɬемɵ ɮɭнкɰий: 
xey 2

1  ,  xxey 2
2  . 

10. Уɫɬановиɬе линейнɭɸ завиɫимоɫɬɶ или линейнɭɸ незавиɫимоɫɬɶ ɫиɫɬемɵ ɮɭнкɰий: 

xey x 3cos2
1  ,  xey x 3sin2

2  . 

11. Уɫɬановиɬе линейнɭɸ завиɫимоɫɬɶ или линейнɭɸ незавиɫимоɫɬɶ ɫиɫɬемɵ ɮɭнкɰий: 

xxy 3cos3sin1 � ,  xy 6sin2  . 

12. В ɱем ɫоɫɬоиɬ меɬод ваɪиаɰии пɪоизволɶнɵɯ поɫɬоɹннɵɯ? 

13. В ɱем ɫоɫɬоиɬ меɬод неопɪеделеннɵɯ коɷɮɮиɰиенɬов? 

14. Чɬо ɬакое задаɱа Коɲи? 
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6. Заданиɹ длɹ самостоɹтелɶной работɵ 
 

Вариант 1. 
 
1. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

02'3''4  �� yyy . 

2. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

02'2''  �� yyy . 

3. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

09'6''  �� yyy . 

4. Найɬи обɳее ɪеɲение неодноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xyyy  �� 4'3'' . 

5. Найɬи ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

04'3''  �� yyy , 1)0(  y , 1)0('  y . 

 

Вариант 2. 
 

1. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

02'4''3  �� yyy . 

2. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

02'''  �� yyy . 

3. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

01'2''  �� yyy . 

4. Найɬи обɳее ɪеɲение неодноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 
xeyyy  �� 4'3'' . 

5. Найɬи ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

04'3''  �� yyy , 2)0(  y , 1)0('  y . 
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Вариант 3. 
 

1. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

02'16''  �� yyy . 

2. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

02'3''4  �� yyy . 

3. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

016'8''  �� yyy . 

4. Найɬи обɳее ɪеɲение неодноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

xyyy 24'3''  �� . 

5. Найɬи ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

0'4''4  �� yyy , 1)0(  y , 1)0('  y . 

 
Вариант 4. 
 

1. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

0'3''2  �� yyy . 

2. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

02'4''3  �� yyy . 

3. Найɬи обɳее ɪеɲение одноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

04'4''  �� yyy . 

4. Найɬи обɳее ɪеɲение неодноɪодного диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

14'3''  �� yyy . 

5. Найɬи ɱаɫɬное ɪеɲение диɮɮеɪенɰиалɶного ɭɪавнениɹ 

0'4''4  �� yyy , 1)0(  y , 2)0('  y . 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 


