Системы линейных дифференциальных уравнений
Вопросы лекции: Понятие линейной однородной системы. Общее решение. Решение системы двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка
1  Понятие линейной однородной системы. Общее решение
Линейной однородной системой с постоянными коэффициентами называется система дифференциальных уравнений вида:
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где коэффициенты [image: image2.png]


- постоянные, [image: image3.png]


- искомые функции от t.
Систему (11) можно коротко записать в виде одного матричного уравнения
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Теорема. Если система частных решений однородного уравнения (12) является фундаментальной, то общее решение этого уравнения имеет вид [image: image6.png]


,

где [image: image7.png]€130 €,




 – произвольные постоянные.

Рассмотрим решение систем дифференциальных уравнений на примере:
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Решение этой системы ищем в виде [image: image9.png]A p=petz=ie




, где l,m,n,r-const. Подставляем решения в систему уравнений для определения [image: image10.png]


:
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Система (14) имеет ненулевое решение, когда ее определитель равен нулю: [image: image12.png]



Это уравнение называется характеристическим.

1. Пусть корни [image: image13.png]SRR



 характеристического уравнения вещественные и различны. Подставим в (14) вместо r число [image: image14.png]"



 и, решив систему (14), получим [image: image15.png]Ay vy



. Затем положим в (14) [image: image16.png]


и получим [image: image17.png]Ay, pg, vy



 и, наконец, при [image: image18.png]


 получим [image: image19.png]A3, p3,v3
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Соответственно, получаем три частных решения:
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Общее решение системы (13) имеет вид:
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2  Решение системы двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка

2. Рассмотрим теперь случай, когда корни характеристического уравнения комплексные.

Пример. Решить систему:
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Решение. Выпишем систему для определения λ и μ:
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Характеристическое уравнение: [image: image24.png]



Решаем это уравнение: [image: image25.png]=L =)L +2) +10
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Подставляя [image: image31.png]


 в (16), получаем два уравнения для определения [image: image32.png]


и [image: image33.png]


:
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из которых одно является следствием другого ( в силу того, что определитель системы (16) равен 0). Возьмем [image: image35.png]


, тогда первое частное решение запишется так:
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Аналогично, подставляя в (16) корень [image: image37.png]


, найдем второе частное решение:
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.                                  (18)

Перейдем к новой фундаментальной системе решений:

 [image: image39.png]
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Пользуясь известной формулой Эйлера [image: image40.png]cosat +isinof



, из (17), (18) и (19) получаем:

 [image: image41.png]=5sin3f,

B, = cosdt+3sin3, F, = sindf-3cosa.



 

Общим решением системы (15) будет:
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Замечание. Найдя первое частное решение (17), можно было бы сразу написать общее решение системы (15), пользуясь формулами [image: image43.png]x=c Re-xy+cylmx,p=ciRe py+oylmy



, где ReZи ImZ обозначают, соответственно, действительную и мнимую части комплексного числа Z, т.е. если Z=a+bi, то ReZ=a, ImZ=b.

3. Случай кратных корней.

Пример. [image: image44.png]


                                                                    (20)

Решение. Составим характеристическое уравнение
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 или [image: image46.png]i+




Решаем его и получаем кратный корень [image: image47.png]


Решение следует искать
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                                (21)

Подставляя это решение в первое уравнение системы (20), получаем
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t в левой части, получаем [image: image51.png]
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– произвольные. Обозначив их через [image: image54.png]N



и [image: image55.png]g



, получаем общее решение системы (20): [image: image56.png]x=(c,+ete™,
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Замечание. Легко проверить, что если (21) подставить во второе уравнение системы (20), то получим тот же результат.

