Линейные неоднородные дифференциальные уравнения высших порядков
Вопросы лекции: Понятие линейного неоднородного уравнения высшего порядка. Теорема об общем решении. Методика нахождения частных решений неоднородного уравнения
1  Понятие линейного неоднородного уравнения высшего порядка. Теорема об общем решении
Примеры решения дифференциальных уравнений высших порядков

Как и для первого порядка, уравнение порядка п обычно бывает проще исследовать, если оно задано в форме, разрешенной относительно старшей производной:     
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. На эту форму непосредственно распространяется теорема Коши (уже рассмотренная нами): начальные значения определяют одно и только одно решение, если при этих значениях функция f непрерывна и имеет конечные производные первого порядка по 
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В случае уравнений высшего порядка интегрирование удается довести до конца еще реже, чем для уравнений первого порядка. Основным способом формального интегрирования нелинейных уравнений высшего порядка является метод понижения порядка, т. е. переход к равносильному уравнению низшего порядка. Как правило, чем ниже порядок уравнения, тем оно проще. Кроме того, бывает, что после одного или нескольких понижений порядка мы переходим к уравнению первого порядка одного из интегрируемых типов; тогда интегрирование удается довести до конца. 

1. Рассмотрим, например, следующее уравнение второго порядка

y’2 + уу" = 0.

Перепишем его:   
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,  следовательно,   
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,   что является общим решением.

Другое уравнение:   y’2 – уу" = 0     легко проинтегрировать аналогичным образом, если предварительно разделить обе части на   у2.
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,   что является общим решением.

Как говорят, после деления на у2 мы получили интегрируемую комбинацию: «точная производная» приравнена к нулю. Аналогичный прием иногда применяется и в других примерах.

Дальнейшие случаи понижения порядка мы будем для простоты излагать для уравнений второго порядка общего вида

F(x, у, у', у") = 0.

2. Пусть в предыдущем уравнении не присутствует у, а только производные от него, т. е. мы имеем уравнение вида

F(х, у', у") = 0.

Тогда вводят обозначение  
[image: image8.wmf])
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 и получаем   F(х, р', р") = 0,

т. е. уравнение первого порядка. В случае удачного интегрирования, получим общее решение указанного уравнения.
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3. Пусть в уравнении  F(x, у, у', у") = 0  нет  х, т. е. мы имеем уравнение

F(у, у', у") = 0

Тогда также обозначают  у' = р, но рассматривают р как функцию от у. При этом нельзя подставлять просто у"=р', так как тогда р' означало бы производную от  р  по  х, а не по  у. Поэтому пишут
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И тогда получим:     
[image: image11.wmf]0

,

,

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

dy

dp

p

p

y

F

,   т.е. уравнение 1–го порядка. Если интегрирование будет удачным, то сможем найти общее решение заданного уравнения.


[image: image12.wmf](

)

(

)

(

)

ò

+

=

=

=

2

1

1

1

;

,

;

,

;

C

x

dx

C

x

dy

C

x

dx

dy

C

x

p

j

j

j


4. Пусть левая часть уравнения  F(x, у, у', у") = 0  однородна относительно неизвестной функции и ее производных, т. е.

F(x, tу, tу', tу") ( tk F(x, у, у', у")

В этом случае порядок понижается после подстановки   
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где мы воспользовались свойством однородности. Если полученное уравнение первого порядка удастся проинтегрировать, то


[image: image16.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

=

+

=

=

¢

=

ò

dx

C

x

e

C

y

C

dx

C

x

y

C

x

y

y

C

x

u

1

;

2

2

1

1

1

,

ln

;

ln

,

;

,

;

j

j

j

j


2  Методика нахождения частных решений неоднородного уравнения

Решение линейного неоднородного уравнения высших порядков

Линейным неоднородным уравнением называется уравнение первой степени относительно функции и ее производных
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(1)

отличающиеся от линейного однородного уравнения наличием в правой части некоторой известной функции   q   от независимой переменной   x.

Общий интеграл у линейного неоднородного уравнения равен сумме какого-либо его частного интеграла у1 и общего интеграла и соответствующего однородного уравнения (получающегося из неоднородного при q = 0).

Согласно этому свойству, для решения линейного неоднородного уравнения (1) с постоянными коэффициентами рi, вначале находится функция u, затем функция у1. Их сумма и дает общий интеграл у неоднородного уравнения:

y = u + y1.

Для некоторых специальных видов функции  
[image: image18.wmf])

(

x

q

  частный интеграл у1 можно найти методом неопределенных коэффициентов. По виду правой части q(x) можно заранее указать вид частного интеграла у1, где неизвестны лишь числовые коэффициенты, и затем найти его в следующих простейших случаях:

1) 
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, где Р (x)— многочлен,

2)  
[image: image20.wmf](

)

bx

A

bx

A

e

x

q

x

sin

cos

)

(

2

1

+

=

a

,

3) q(x) есть сумма указанных функций.

Рассмотрим следующий пример:

I. 
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II. Решить уравнение.

III. Вначале находим общий интеграл м однородного уравнения  
[image: image22.wmf]0
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, соответствующего данному неоднородному уравнению. Его характеристическое уравнение  
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 имеет корни  
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 Поэтому   
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Далее находим частный интеграл   y1   данного неоднородного уравнения. Для правой части данного уравнения    q(x) = 25x2 – 2,   согласно указанному правилу (случай 1, число m == 0 и не является корнем характеристического уравнения), у1 есть функция, подобная q(x), т. е. многочлен второй степени:   
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Отсюда, дифференцируя, находим  
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 и подставляя  
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 в данное уравнение, получим равенство
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или  
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х из обеих его частей, ибо только при этом условии оно будет тождественным, получим систему
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из которой находим   А = 5, В = –12, С = 12.

Следовательно,  
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, а искомый общий интеграл данного неоднородного уравнения
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