Линейные однородные дифференциальные уравнения высших порядков
Вопросы лекции: Понятие линейного однородного уравнения 2-го и n-го порядка. Характеристическое уравнение для уравнений 2-го и n-го порядка. Зависимость решения от получаемых корней. Примеры вычисления общего интеграла линейного однородного уравнения высшего порядка
1  Понятие линейного однородного уравнения 2-го и n-го порядка
Дифференциальные уравнения высших порядков

Дифференциальное уравнение n-го порядка символически записывается в виде
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разрешённое относительно   n-й  производной:
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Для этих уравнений имеет место теорема о существовании и единственности решения, аналогичная соответствующей теореме о решении уравнения первого порядка.

Теорема. Если в уравнении     
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    функция 
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 и ее частные производные по аргументам у, у', ..., у(n-1) непрерывны в некоторой области, содержащей значения
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то существует и притом единственное решение у = у (х) уравнения, удовлетворяющее условиям
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Данные условия– начальные. Для уравнения второго порядка

y" = f(x,y,y') начальными условиями при  х = хо  будут условия 
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Геометрический смысл этих условий следующий: через заданную точку плоскости  
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 с заданным тангенсом угла наклона касательной y'о проходит единственная кривая. Теперь, если задавать различные значения y'о при постоянных  хо    и   уо, то получим бесчисленное множество интегральных кривых с различными углами наклона, проходящих через заданную точку.

Опр.1. Общим решением дифференциального уравнения   n-го порядка называется функция  
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  зависящая от п произвольных постоянных С1, С2, ..., Сn  и такая, что:

а) она удовлетворяет уравнению при любых значениях постоянных С1, С2, ..., Сn;
б) при заданных начальных условиях
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постоянные С1, С2, ..., Сn  можно подобрать так, что функция 
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  будет удовлетворять этим условиям.

Опр.2. Соотношение вида Ф(х, у, С1, С2, ..., Сn) = 0, неявно определя​ющее общее решение, называется общим интегралом дифференциального уравнения.

Опр.3. Всякая функция, получающаяся из общего решения при конкретных значениях постоянных С1, С2, ..., Сn  называется частным решением. 

Опр.4. График частного решения называется интегральной кривой данного дифференциального уравнения.

Решить (проинтегрировать) дифференциальное уравнение n-го порядка значит:

1) найти его общее решение (если начальные условия не заданы) или

2) найти то частное решение уравнения, которое удовлетворяет заданным начальным условиям (если таковые имеются).

Уравнение вида  
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Простейшим уравнением   n-го  порядка является уравнение вида
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Найдем общий интеграл его.

Интегрируя по  х  левую и правую части и принимая во внимание, что 
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, получим:
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где  хо– любое фиксированное значение х, а С1– постоянная интегрирования.

Интегрируя еще раз, получим:
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Продолжая далее, получим, наконец (после n интегрирований), выражение общего интеграла:
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Полагая    
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, получим частное решение, удовлетворяющее этим начальным условиям, при этом:   
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I.  [image: image20.wmf](
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II. Общее и частное решение для 
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III. 
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0

1

0

1

cos

C

dx

C

dx

k

kx

y

x

x

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

ò

ò

   или   
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Получен общий интеграл. Найдём частное решение, удовлетворяющее данным начальным условиям.

Из условий 
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  находим С2 = 0, С1 = 1.
Искомое решение: 
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2  Характеристическое уравнение для уравнений 2-го и n-го порядка. Зависимость решения от получаемых корней

Решение линейного однородного уравнения высших порядков

Как известно, линейным однородным уравнением называется 
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(1)

все члены которого первой степени относительно функции и ее производных, а коэффициенты pi– известные функции от аргумента   х   или постоянные.

Общий интеграл линейного однородного уравнения п-го порядка (1) имеет вид
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где  
[image: image29.wmf]i

y

– линейно независимые частные интегралы этого уравнения.

Если все коэффициенты  рi  линейного однородного уравнения (1) постоянны, то его общий интеграл находится с помощью характеристического уравнения:
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которое получается из этого уравнения, если сохраняя в нем все коэффициенты   рi   заменить функцию  у  единицей, а все ее производные соответствующими степенями   r. При этом:

1) если все корни   ri   характеристического уравнения действительны и различны (однократны), то общий интеграл уравнения (1) выражается формулой   
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2) если характеристическое уравнение имеет пару однократных комплексных сопряженных корней   
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, то в решении соответствующая пара членов заменяется слагаемым


[image: image33.wmf](

)

x

C

x

C

e

x

b

b

a

sin

cos

2

1

+


3) если действительный корень r, характеристического уравнения имеет кратность  k, то соответствующие k членов в формуле заменяются слагаемым


[image: image34.wmf](

)

1

2

1

...

1

-

+

+

+

k

k

x

r

x

C

x

C

C

e


4) если пара комплексных сопряженных корней  
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 имеет кратность k, то соответствующие k пар членов в формуле заменяются слагаемым
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3  Пример вычисления общего интеграла линейного однородного уравнения высшего порядка

Рассмотрим пример:

I. 
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II. Решить уравнение.

III. Заменяя в данном дифференциальном ypaвнении функцию у единицей, а ее производные соответствующими степенями r, напишем его характеристическое уравнение:   
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Корни этого уравнения  
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 действительны и различны. Поэтому, согласно правилу 1, искомый общий интеграл данного уравнения будет
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