Лекция 5.3 (1 час) Определенный интеграл. Формула Ньютона-Лейбница
Вопросы лекции: Построение интегральных сумм, их свойства. Получение определённого интеграла. Свойства определённого интеграла. Понятие об интегрируемой функции. Методика получения формулы Ньютона–Лейбница. Вычисление определённого интеграла. Разбиение интервала интегрирования, замена переменной в определённом интеграле
1  Построение интегральных сумм, их свойства. Получение определённого интеграла
Пусть функция f (x) непрерывна на замкнутом интервале [a, b].
Определенный интеграл от функции f (x) в пределах от a до b вводится как предел суммы бесконечно большого числа слагаемых, каждое из которых стремится к нулю:


где
[image: image1.png]S5 () 8m = £ (1) byn+ £ () byt P ) B £ ()





2  Свойства определенного интеграла

Ниже предполагается, что f (x) и g (x) - непрерывные функции на замкнутом интервале [a, b].
1. [image: image2.png]°
Jldx=b-a




2. [image: image3.png][ (=7 ().



 где k - константа;

3. [image: image4.png]f[(_/(x)+g(x))dx:}f(x)dx+f[g(x)dx




4. [image: image5.png]{f(x)dx=j/(x)dx+}f(x)dx, rae a<c<b;




5. Если [image: image6.png]


 для всех [image: image7.png]x€la,0]



, то [image: image8.png]0< [ (x)dx < [g(x)dx



.

6. [image: image9.png]i/(x)deO




7. [image: image10.png]}/(x)dx:—:j/(x)dx




8. Если [image: image11.png]


 в интервале [a, b], то [image: image12.png]



3  Методика получения формулы Ньютона–Лейбница
1. Интеграл с переменным верхним пределом. Значение определённого интеграла не зависит от того, какой буквой обозначена переменная интегрирования: [image: image13.png]b L3
[# e = [ (et



 (чтобы убедиться в этом, достаточно выписать интегральные суммы, они совпадают). В этом разделе переменную интегрирования будем обозначать буквой t, а буквой x обозначим верхний предел интегрирования. Будем считать, что верхний предел [image: image111.png]


интеграла может меняться, т.е. что x - переменная, в результате интеграл будет функцией Ф(x) своего верхнего предела: [image: image14.png]Plx) = [£o)de



. Легко доказать, что если f(t) интегрируема, то Ф(x) непрерывна, но для нас важнее следующая фундаментальная теорема: 
[image: image15.png]


Теорема об интеграле с переменным верхним пределом. Если функция f(t) непрерывна в окрестности точки t = x, то в этой точке функция Ф(x) дифференцируема, и [image: image16.png]D(x) = fx)



. 
Другими словами, производная определённого интеграла от непрерывной функции по верхнему пределу равна значению подынтегральной функции в этом пределе. 
Док-во. Дадим верхнему пределу x приращение [image: image17.png]


. Тогда

[image: image18.png]x+hx g x x+hx x+h
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[image: image19.png]x+hx
J"/(l)dl fle)tx



,
где c - точка, лежащая между x и [image: image20.png]X+ Ax



 (существование такой точки утверждается теоремой о среднем; цифры над знаком равенства - номер применённого свойства определённого интеграла). [image: image21.png]


. Устремим [image: image22.png]Ax —0



. При этом [image: image23.png]X+Ax >Xx=Cc—>Xx



 (c- точка, расположенная между x и [image: image24.png]X+ Ax



). Так как f(t) непрерывна в точке t = x, то [image: image25.png]3,im @)= F@x)



. Следовательно, существует [image: image26.png]®) -t 22
fx—0 Ax



 , и [image: image27.png]D(x) = fx)



. Теорема доказана.
Отметим первое важное следствие этой теоремы. По существу, мы доказали, что любая непрерывная функция f(x) имеет первообразную, и эта первообразная определяется формулой [image: image28.png]Plx) = [£o)de



. Другим важным следствием этой теоремы является формула Ньютона-Лейбница, или основная формула интегрального исчисления.
2. Формула Ньютона-Лейбница. Если f(x) непрерывна на отрезке [a, b], и F(x) - некоторая первообразная функции [image: image29.png]flx)



, то
[image: image30.png]b
[Fde =FO)-Fle)



. 

Док-во. Мы установили, что функция [image: image31.png]Plx) = [£o)de



 - первообразная непрерывной f(x). Так как F(x) - тоже первообразная, то
Ф(x) = F(x) + C.
Положим в этом равенстве x =a. Так как [image: image32.png]@) = [ D=0



,

то [image: image33.png]0=F(@)+C= C=-Fla)= &) = [F(Od = F(x)-F @)



.
В равенстве [image: image34.png]'J‘"/(l)dl =F(x)-Fla)



 переобозначим переменные: для переменной интегрирования t вернёмся к обозначению x , верхний предел x обозначим b. Окончательно, [image: image35.png]b
[Fde =FO)-Fle)



. 

Разность в правой части формулы Ньютона-Лейбница обозначается специальным символом:
[image: image36.png]FP -F®)-F@)




(здесь [image: image37.png]Feop



 читается как "подстановка от a до b"), поэтому формулу Ньютона-Лейбница обычно записывают так:
[image: image38.png]b
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. 
Пример применения формулы Ньютона-Лейбница:
[image: image39.png]n3 @
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.

Таким образом, формула Ньютона-Лейбница:
Пусть функция f (x) непрерывна на замкнутом интервале [a, b]. Если F (x) - первообразная функции f (x) на[a, b], то

[image: image40.png][7(lax=r (=) =5 ()-2(0)




4  Вычисление определённого интеграла 

Площадь криволинейной трапеции

Площадь фигуры, ограниченной осью 0x, двумя вертикальными прямыми x = a, x = b и графиком функции f (x) (рисунок 1), определяется по формуле
[image: image41.png]x:}/(x)dxsg(b)—g(a)




	[image: image42.jpg]y=1x)





	
	[image: image43.jpg]y=fx)






	Рис. 1 – Вычисление площади фигуры
	
	Рис. 2 – Вычисление площади фигуры, ограниченной двумя кривыми



Пусть F (x) и G (x) - первообразные функций f (x) и g (x), соответственно. Если f (x) ≥ g (x) на замкнутом интервале [a, b], то площадь области, ограниченной двумя кривыми y = f (x), y = g (x) и вертикальными линиями x = a, x = b (рисунок 2), определяется формулой

[image: image44.png]S:}(/(x)—g(x))dx:F(b)—G(b)—F(a)+G(a)




5  Разбиение интервала интегрирования, замена переменной в определённом интеграле 

Замена переменной в определенном интеграле

Определенный интеграл [image: image45.png]{/(x)dx



 по переменной x можно преобразовать в определенный интеграл относительно переменной t с помощью подстановки x = g (t):
[image: image46.png][7(ae=[7(s))s (e




Новые пределы интегрирования по переменной t определяются выражениями
[image: image47.png]



где g -1 - обратная функция к g, т.е. t = g -1(x). 

Дополнительные материалы к лекции

1  Интегрирование по частям для определенного интеграла

В этом случае формула интегрирования по частям имеет вид:
[image: image48.png]2 2
[




где [image: image49.png]


 означает разность значений произведения функций uv при x = b и x = a. 

2  Свойства определённого интеграла.

[image: image50.png]


1. Линейность. Если функции y = f(x), y = g(x) интегрируемы по отрезку [a,b] , то по этому отрезку интегрируема их линейная комбинация A f(x) + B g(x) (A, B = const), и 
[image: image51.png]




 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/dint/Image545.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image52.png]b 5 5
[l ) + Bg(w)lde = A[ f (x)d + B[ g(x)d



. 
[image: image53.png]


Док-во: для любого разбиения отрезка и любого выбора точек [image: image54.png]


 выполняется [image: image55.png][af @) + Beteolox:
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 . Перейдем в этом равенстве к пределу при [image: image56.png]


. Так как существуют пределы интегральных сумм, стоящих в левой части равенства, то существует предел линейной комбинации этих сумм, следовательно, существует предел правой интегральной суммы, откуда следует истинность и утверждения, и равенства. 
[image: image57.png]


2. Аддитивность. Если y = f(x) интегрируема по отрезку [a,b] и точка c принадлежит этому отрезку, то [image: image58.png]




 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/dint/Image550.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image59.png]b ] L3
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. [image: image60.png]



Док-во. Если f(x) удовлетворяет условиям интегрируемости по отрезку [a,b], то она удовлетворяет условиям интегрируемости по отрезкам [a,c] и [c,b]. Будем брать такие разбиения отрезка [a,b] , чтобы точка c являлась одним из узлов xi: c = xi0, . Тогда
[image: image61.png]3 in "
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.
В этом равенстве первая сумма справа - интегральная сумма для
[image: image62.png][# e



,
вторая – для
[image: image63.png]b
[# e



.
Переходим к пределу при [image: image64.png]


. Пределы для всех трёх сумм существуют,
и [image: image65.png]b ] L3
[# e = [ £ e + [ F)e



. 
Свойство аддитивности остаётся верным при любом расположении точек, если только функция интегрируема по самому широкому интервалу. Пусть, например, c < b < a, и f(x)интегрируема по [c, a]. Тогда, по доказанному,
[image: image66.png]e L3 e
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.
Отсюда и из определения интеграла для случая, когда нижний предел больше верхнего, следует, что
[image: image67.png]e a b b < b b < b
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. 
При формулировании и доказательстве следующих свойств предполагаем, что b > a. 
3. Интеграл от единичной функции ( f(x) = 1). Если f(x) = 1, то
[image: image68.png]b b
[t = [de=b-a



.
Док-во. Если f(x) = 1 , то для любого разбиения [image: image69.png]o
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= xn - x0 = b – a, т.е любая интегральная сумма равна длине отрезка. Предел постоянной равен этой постоянной, откуда и следует доказываемое утверждение. 
[image: image70.png]


4. Теорема об интегрировании неравенств. Если в любой точке [image: image71.png]x€ab]



 выполняется неравенство [image: image72.png]fix) < glx)



 , и функции f(x), g(x) интегрируемы по отрезку [a,b], то [image: image73.png]b L]
[# e < [gerce



. 
[image: image74.png]


Док-во. Для любого разбиения отрезка и любого выбора точек [image: image75.png]


 при [image: image76.png]


 [image: image77.png]£ =g(&) = FG)xi = g(&)bxi iZ/(Aﬁx)ﬁxx <Zg(¢x)Axl
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. Переходя в этом неравенстве к пределу при [image: image78.png]


, получаем требуемое неравенство. 

5. Теоремы об оценке интеграла. 

5.1. Если на отрезке [a,b] функция удовлетворяет неравенству [image: image79.png]mlf(x)<M



, то
[image: image80.png]b
m(b-a) < [ Fx)de <M (B -a)



.
Док-во. Докажем левое неравенство (цифрами над знаками импликации обозначены номера применяемых ранее доказанных свойств):
[image: image81.png]ab b 1 b b 3 b
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Аналогично доказывается и правое неравенство. 
[image: image112.png]xtdx
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5.2. Если функция f(x) интегрируема по отрезку [a,b], то [image: image82.png]b
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. 
Док-во.
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6. Теорема о среднем. Если f(x) непрерывна на отрезке [a,b], то существует точка [image: image84.png]cela,b]



, такая что [image: image85.png]b
[ x)de = Fle)b-a)



. 
Док-во. Функция, непрерывная на отрезке, принимает на этом отрезке своё наименьшее m и наибольшее M значения. Тогда
[image: image86.png]b b
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. 
Число [image: image87.png]


 заключено между минимальным и максимальным значениями функции на отрезке. Одно из свойств функции, непрерывной на отрезке, заключается в том, что эта функция принимает любое значение, расположенное между m и M. Таким образом, существует точка [image: image88.png]cela,b]



, такая что
[image: image89.png]12 b
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. 
Это свойство имеет простую геометрическую интерпретацию: если [image: image90.png]flx)20



 непрерывна на отрезке [a,b], то существует точка [image: image91.png]cela,b]



 такая, что площадь криволинейной трапеции ABCD равна площади прямоугольника с основанием [a,b] и высотой f(c) (на рисунке выделен цветом).
3  Формула интегрирования по частям для определённого интеграла. 

Если u(x), v(x) - непрерывно дифференцируемые функции, то
[image: image92.png]b 5
Juds =l = [



. 
Док-во. Интегрируем равенство [image: image93.png]


 в пределах от a до b: [image: image94.png]b, b b
I(uv) dx = Iu'vax + J"uv'ak



. Функция в левом интеграле имеет первообразную uv, по формуле Ньютона-Лейбница [image: image95.png]Jlu Ve = avd




, следовательно, [image: image96.png]b b
wp - aju'vax + ajuv'ax



 , откуда и следует доказываемое равенство. 

Пример:

[image: image97.png]5 5 5
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.

[image: image113.jpg]¥=%,00
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4. Замена переменной в определённом интеграле. Теорема. Пусть функция [image: image98.png]x =@t)




1. определена, непрерывно дифференцируема и монотонна на отрезке [image: image99.png]


,

2. [image: image114.png]


[image: image100.png]pa)=a § S =b



,

3. функция [image: image101.png]flx)



 непрерывна на отрезке [a, b].

Тогда [image: image102.png]b 8
[ £ = [ o) @ e



.

[image: image103.png]


Док-во. Пусть F(x) - первообразная для функции f(x), т.е. [image: image104.png]Fix) = f(x)



 , тогда [image: image105.png]F(g(e)



 - первообразная для функции [image: image106.png]Fflo@) o'




. [image: image107.png]b B
[£@)de = F@)-F @) = F o) - Flae) = [ £ (o) g/



, что и требовалось доказать.

При решении задач нельзя забывать о том, что при переходе к новой переменной надо обязательно вычислить новые пределы интеграла. 
[image: image108.png]


Пример:
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Более подробно указанные выше вопросы изучите в соответствующей главе литературного источника:
Шипачев В. С. Высшая математика: Учебник для вузов / В.С. Шипачев. - М.: НИЦ ИНФРА-М, 2015. - 479 с.    http://znanium.com/bookread.php?book =469720 (ЭБС ИНФРА-М)

