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ВВЕДЕНИЕ 
 
 Предлагаемый практикум по высшей математике "Матрицы и 
определители" предназначен для студентов-бакалавров 1 курса ма-
шиностроительного, физико-технологического, химико-технологи-
ческого факультетов и факультета пищевых производств. 
 Цель его - помочь студентам самостоятельно или с помощью 
преподавателя овладеть методами решения задач по разделу "Линей-
ная алгебра". В каждом параграфе приводятся основные теоретиче-
ские сведения и необходимые формулы. Особое внимание уделено 
решению типовых задач, которые даются с подробными решениями. 
 В пособии по каждой теме предлагаются задачи для разбора и 
решения в аудитории (часть А), а также задачи для самостоятельного 
решения (часть В). Задачи располагаются по мере возрастания их 
сложности. Ко всем задачам приведены ответы. В заключении приве-
дён тренировочный тест для проверки знаний студентов по данному 
разделу. 
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1. МАТРИЦЫ. ДЕЙСТВИЯ С МАТРИЦАМИ 
 

1.1. Основные сведения о матрицах 
 

Матрицей размерности m×n называется совокупность чисел, рас-
положенных в виде таблицы, содержащей m строк и n столбцов:  

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =  
  
 

, (1) 

где ( )1,2,..., ; 1,2,...,ija R i m j n∈ = = . 

Числа ija  называются элементами матрицы. Индекс i– номер 

строки (он всегда стоит на первом месте),  j– номер столбца. 
Матрицы обозначаются прописными (заглавными) буквами ла-

тинского алфавита, в сокращённой записи: 

( )ijA a= ; i =1, 2, …, m;  j =1, 2, …, n. Например: 2 3
1 0 3
2 5 1

A ×
− 

=  − − 
. 

Если матрица состоит из одной строки, то она называется матри-
цей–строкой размерности 1×n: 

( )11 12 1... nA a a a= . 
Если матрица состоит из одного столбца, то она называется мат-

рицей–столбцом размерности m×1: 

11

21

1

...

m

b
b

B

b

 
 
 =
 
 
 

. 

При n=m матрица (1) называется квадратной матрицей n–го по-
рядка. 
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Например: 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
 
 

– квадратная матрица третьего 

порядка. 
Элементы матрицы ija , у которых номер строки равен номеру 

столбца ( )i j= , называются диагональными и образуют главную диа-
гональ матрицы. 

Если все недиагональные элементы квадратной матрицы равны 
нулю, то матрица называется диагональной. 

Если у диагональной матрицы n–го порядка все диагональные 
элементы равны единице, то матрица называется единичной матри-

цей n–го порядка, она обозначается E. Например: 







=

10
01

E . 

Матрица любого размера называется нулевой, или нуль–

матрицей, если все её элементы равны нулю: 















=

000
000
000

O . 

 

1.2. Операции над матрицами 
 

Над матрицами, как и над числами, можно производить ряд опе-
раций, причём некоторые из них аналогичны операциям над числами, 
а некоторые специфические. 

1. Умножение матрицы на число. Произведением матрицы А на 
число λ  ( )Rλ∈  называется матрица B A= λ ⋅  с элементами ij ijb a= λ ⋅  

для 1,2, ..., ;i m=  1,2,...,j n=  (размерности матриц А и В одинаковые). 
Следствие. Общий множитель всех элементов матрицы можно 

выносить за знак матрицы. 
Матрица (–1)⋅А называется противоположной матрице А и обо-

значается –А. 
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2. Сложение матриц. Суммой двух матриц А и В одинаковой 
размерности m×n называется матрица С=А+В размерности m×n, эле-
менты которой определяются равенствами ij ij ijc a b= +  для всех зна-

чений индексов i и j (т.е. две матрицы складываются поэлементно). В 
частном случае 0A A+ = , где 0– нулевая матрица. 

3. Вычитание матриц. Разностью двух матриц А и В одинаковой 
размерности m×n называется матрица С=А+(–1)⋅В той же размерно-
сти, если для всех значений индексов i, j выполнены равенства 

ij ij ijc a b= − , (т.е. две матрицы вычитаются поэлементно). 

4. Умножение матриц. Умножение матрицы А на матрицу В оп-
ределено, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк 
второй. Тогда произведением матриц 

m k k n
A B
× ×

⋅  называется такая мат-

рица 
m n
C
×

, каждый элемент которой равен сумме произведений соот-

ветствующих элементов i–й строки первой матрицы на элементы j–го 
столбца второй матрицы: 

∑
=

⋅=⋅++⋅+⋅=
k

s
sjiskjikjijiij babababac

1
2211 ... , 

где i =1, 2, …, m;  j =1, 2, …, n. 
5. Транспонирование матриц. Транспонирование – переход от 

матрицы А к матрице TA , в которой строки и столбцы поменялись 
местами с сохранением порядка. Матрица TA  называется транспони-
рованной относительно матрицы А. 
 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 
 

Пример 1.1. Найти сумму матриц  
















−=

327
025
734

A  и 
















−
−=
201
351

423
B . 
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Решение. Имеем А+В= ( )
( ) 
















++−+
−++−+

+++

230217
305215

472334
=

7 5 11
6 3 3
6 2 5

 
 − 
 
 

. 

 

Ответ: А+В=
7 5 11
6 3 3
6 2 5

 
 − 
 
 

. 

 

Пример 1.2. Найти матрицу EBA ⋅−⋅−⋅ 354 , если 







=

87
42

A , 









−

=
23

01
B , 








=

10
01

E . 

 

Решение. Имеем 







=⋅

3228
168

4 A , 







−

=⋅
1015
05

5 B , 









=⋅

30
03

3 E . Найдём ( )






−−−
−−

=⋅−⋅
10321528
01658

54 BA 







=

4213
163

. 

EBA ⋅−⋅−⋅ 354 = 







−








30
03

4213
163

= 







3913
160

. 

 

Ответ: EBA ⋅−⋅−⋅ 354 = 







3913
160

. 

 
Пример 1.3. Найти произведение матриц B A⋅ , если 

1 2 1
0 1 1
1 2 1

A
− 

 = − 
 − 

, ( )3 1 2B = − . 

 

Решение. Произведение матриц B A⋅  возможно, т.к. в матрице В 
три строки, а в матрице А три столбца. Матрица произведение 
С= B A⋅  будет иметь размер 1×3. Заполним матрицу–строку С эле-
ментами: 
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( ) ( ) ( ) ( )(
1 2 1

3 1 2 0 1 1 3 1 1 0 2 1
1 2 1

C B A
− 

 = ⋅ = − ⋅ − = ⋅ − + − ⋅ + ⋅ − 
 − 

 

( ) ( ) ( ) ) ( )3 2 1 1 2 2 3 1 1 1 2 1 5 9 6⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ − + ⋅ = − . 
 

Ответ: ( )5 9 6B A⋅ = − . 
 

Пример 1.4. Найти ( )( )TA B C− ⋅ , если 
2 3
4 1

A
− 

=  
 

, 

4 1
2 0

B  
=  − 

, 
3 2
1 1

C  
=  − 

. 

Решение. Найдём разность А–В: 

( ) 







−−−
−−−

=−
0124
1342

BA 






 −−
=

16
42

. 

Произведение будет равно: 

( )A B C− ⋅ = 







−

⋅






 −−
11
23

16
42 ( ) ( ) ( )

( )






−⋅+⋅⋅+⋅
−⋅−+⋅−⋅−+⋅−

=
11261136
14221432

. 

( )A B C− ⋅ = 






−
1119
010

. 

Осталось транспонировать матрицу: 






−
=







−
110
1910

1119
010 T

. 

Ответ: ( )( )TA B C− ⋅ = 






−
110
1910

. 

 
Пример 1.5. Найти произведение элементов первого столбца 

матрицы D B A= ⋅ , если 
1 2 3
3 1 2

A  
=  − 

, 
1 2
0 3

B
− 

=  
 

. 

Решение. Произведение матриц B A⋅  возможно: 2 2 2 3× ⋅ × . 
Матрица D, будет иметь размер: 2×3. Найдём элементы матрицы D: 
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1 2 1 2 3 1 1 ( 2) 3 1 2 ( 2) ( 1) 1 3 ( 2) 2
0 3 3 1 2 0 1 3 3 0 2 3 ( 1) 0 3 3 2

D
− ⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅ − ⋅ + − ⋅     

= ⋅ =     − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅     
5 4 1
9 3 6

− − 
=  − 

. 

Произведение элементов первого столбца матрицы D равно: 
4595 −=⋅− . 

 

Замечание. Элементы второго и третьего столбцов матрицы 
D B A= ⋅  нас не интересовали, значит, их можно было не рассчиты-
вать. 
 

Ответ: произведение элементов первого столбца матрицы D 
рано – 45. 
 

Пример 1.6. Найти сумму элементов первой строки матрицы В, 

если 
3 4

2 3
5 2

1 2
0 1

B
− 

  = ⋅   −  
 

. 

 

Решение. Можно отыскать всю матрицу произведение, а можно 
найти лишь элементы первой строки для решения поставленной зада-
чи. Найдём все элементы искомой матрицы: 

( )
( )
( )
















−⋅+⋅⋅+⋅
−⋅+⋅⋅+⋅
−⋅+⋅−⋅+⋅−

=
21301120
22351225
24331423

B =
















−

−−

21
1112
172

. 

 

Сумма элементов первой строки: –2+(–17)= –19. 
 

Ответ: сумма элементов первой строки равна –19. 
 

Пример 1.7. Найти сумму элементов первого столбца матрицы 

TA B⋅ , если 
1 0 2
1 2 1
2 1 1

A
 
 = − 
 − 

, 
3
1
2

B
− 

 =  
 − 

. 
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Решение. Составим транспонированную матрицу 
1 1 2
0 2 1
2 1 1

TA
− 

 = − 
 
 

, произведение матриц TA B⋅  возможно, т.к. в мат-

рице TA  три столбца, а в матрице В три строки, т.е. 3 3 3 1× ⋅ × . 
 

1 1 2 3
0 2 1 1
2 1 1 2

TA B
− −   

   ⋅ = − ⋅   
   −   

=
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 















−⋅+⋅+−⋅
−⋅+⋅−+−⋅
−⋅−+⋅+−⋅

211132
211230
221131

=
















−
−

7
4

2
. 

Для решения поставленной задачи необходимо было найти сум-
му элементов первого (единственного) столбца, она равна: 
2 4 7 9− − = − . 

 
Ответ: сумма элементов первого столбца равна –9. 
 
Пример 1.8. Найти произведение диагональных элементов мат-

рицы 2C A B= − ⋅ ⋅ , если 
1
2
1

A
− 

 =  
 
 

, ( )3 1 2B = − . 

Решение. Произведение 2 A B− ⋅ ⋅  возможно, так как 3 1 1 3× ⋅ × , 
размер результирующей матрицы 3×3. Для решения поставленной за-
дачи упростим решение, т.е. заполним в матрице С только диаго-
нальные элементы: 

( )
1

2 2 3 1 2
1

С
− 

 = − ⋅ − 
 
 

= ( )
12 13

21 23

31 32

1 3
2 2 1

1 2

a a
a a

a a

 − ⋅
 

− ⋅ − 
  ⋅ 

=
12 13

21 23

31 32

6
4

4

a a
a a
a a

 
 
 
 − 

 

Произведение диагональных элементов равно: 6⋅4⋅(– 4)= –96. 
 
Ответ: произведение диагональных элементов равно – 96. 
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Задания для самостоятельного решения по теме 

«Матрицы. Действия с матрицами» 
 

Группа А 
 

1.А. Найти матрицу 3⋅А+4 ⋅В–5 ⋅Е, если 







=

14
32

A , 









−

−
=

23
21

B , Е - единичная матрица. 

 

Ответ: 







−

−
1024

173
. 

 

2.А. Найти матрицу 1 2
3

TA B C⋅ − ⋅ ⋅ , если 
3 27
9 0
0 6

A
 
 = − 
 − 

, 

( )2 1 1B = − , ( )3 1C = − . 

Ответ: 
11 13
3 2
6 0

− 
 − 
 − 

. 

 

3.А. Вычислить матрицу ( ) 2CBAD T −⋅= , если 







=

501
243

A , 
















=

50
31
02

B , 







=

40
31

C . 

 

Ответ: 






 −
=

922
139

D . 
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4.А. Найти произведение матриц CBA ⋅⋅  и С⋅А ⋅ВТ, если 









=

57
34

A , 







−

−
=

23
32

B , 







−

=
12
37

C . 

 

Ответ: А ⋅В ⋅С = 







−
−

1415
95

; С⋅А ⋅ВТ= 







−− 11
7510

. 

 

5.А. Вычислить матрицу ECBAD ⋅−⋅⋅= 3 , где 














 −
=

354
201
321

A , 
















=

1
2
1

B , ( )502=C , Е – единичная матрица. 

Ответ: 















−=

82034
1536
1001

D . 

 

6.А. Вычислить 2A  и ( )2TAA − , если 
















−
−

−
=

012
213
111

A . 

 

Ответ: 2A =
















−−
−

431
524
112

; ( )
















−−−
−−
−−

=−
1866
6139
6913

2TAA . 

 

Указание. По определению квадратом матрицы А называется 
матрица AAA ⋅=2 , кубом AAAA ⋅⋅=3 , . . ., AAA nn ⋅= −1 . 

 

7.А. Найти произведение матриц BA ⋅ , AB ⋅  и ( ) BBA T ⋅+ , если 









=

230
112

A , 
















−
=

11
51
30

B . 
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Ответ: 







=⋅

171
120

BA ; 
















−
=⋅

122
11162
690

AB ; 

( ) BBA T ⋅+ =
2 16
5 52

 
 
 

. 

 
Задания для самостоятельного решения по теме 

«Матрицы. Действия с матрицами» 

Группа В 
 

 1.В. Вычислить произведение матриц AB ⋅  и А ⋅ВТ, если 

















−

−
=

102
415
101

A , 







=

013
201

B . 

 Ответ: 






−
=⋅

712
305

AB ; А ⋅ВТ=
















−

−

60
1613

31
. 

 

 2.В. Найти произведение матриц BA ⋅ , AB ⋅  и сумму 

BAT ⋅+⋅ 23 , если 







=

43
21

A , 







=

86
50

B . 

 

 Ответ: 







=⋅

4724
2112

BA ; 







=⋅

4430
2015

AB ; 

BAT ⋅+⋅ 23 = 







2818
193

. 

 

 3.В. Вычислить 3A  и 22 3A A⋅ − ⋅ , если 







−

−
=

43
21

A . 
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 Ответ: А3= 







−

−
11881
5437

; 22 3A A⋅ − ⋅ = 







−

−
3221
1411

. 

 

 4.В. Найти CAT ⋅ , если 







=

654
321

A , 







−−

−
=

1021
2110

C . 

 Ответ: 
















−
−−
−−

03156
12125
2194

. 

 

 5.В. Найти сумму элементов третьего столбца произведения 
матриц А и В, предварительно выяснив, какое из произведений суще-

ствует, если 














 −

−
−

−
=

2
4
1

2012
1103
2021

A , 







−−

−
=

101
122

B . 

 

 Ответ: сумма элементов третьего столбца произведения AB ⋅  
равна 2. 
 

 6.В. Найти произведения матриц TA B⋅  и TB A⋅ , если 
( )2 1 3A = − − , ( )3 2 1B = − . 

 

 Ответ: 
6 4 2
3 2 1
9 6 3

TA B
− 

 ⋅ = − − 
 − − 

; 
6 3 9
4 2 6
2 1 3

TB A
− − 

 ⋅ = − 
 − − 

. 

 

 7.В. Найти произведения матриц BA ⋅  и TAB ⋅ , если 









−

−
=

213
221

A , 
















−−
−−=

563
956

241
B . 

 

 Ответ: BA ⋅ = 







753

1067
; TAB ⋅ =

















−
−
−

725
534
33

. 
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2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. МЕТОД КРАМЕРА РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

2.1. Определители. Способы вычисления определителей 
 

Необходимость введения определителя – числа, характеризующе-
го квадратную матрицу А, тесно связано с решением систем линей-
ных уравнений (СЛУ). 

Определителем матрицы первого порядка ( )11A a= , или опреде-

лителем первого порядка, называется элемент 11a . 

Обозначают определитель матрицы А как: ∆ , det A или A . 

Определителем матрицы второго порядка ( )ijA a= , или опреде-

лителем второго порядка, называется число, которое вычисляется по 
формуле: 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
A a a a a

a a
∆ = = = ⋅ − ⋅ . 

Определителем матрицы третьего порядка ( )ijA a= , или опреде-

лителем третьего порядка, называется число, которое вычисляется по 
формуле: 
 

−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅== 312312322113332211

333231

232221

131211
aaaaaaaaa

aaa
aaa
aaa

A  

( )31 22 13 32 23 11 21 12 33a a a a a a a a a− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . 
 

Знаки, с которыми члены определителя входят в формулу, легко 
запомнить, пользуясь схемой, которая называется «правилом тре-
угольников»: определитель представляет собой алгебраическую сум-
му шести членов, при этом знак плюс имеет произведение элементов 
главной диагонали и два произведения элементов, образующих в 
матрице равнобедренные треугольники с основаниями, параллельны-
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ми главной диагонали; знак минус имеет произведение элементов по-
бочной диагонали и два произведения элементов, образующих в мат-
рице равнобедренные треугольники с основаниями, параллельными 
побочной диагонали. Схема приведена ниже: 

 
Для нахождения значения определителя третьего порядка также 

можно пользоваться правилом Саррюса: приписать к определителю 
справа два первых столбца, не меняя их порядка, и составить сумму 
произведений элементов главной диагонали и элементов, параллель-
ных ей, из которой затем вычесть сумму произведений элементов по-
бочной диагонали и элементов, параллельных ей: 

""""""""""
3221

2221

1211

333231

232221

131211

++−− µ

aa
aa
aa

aaa
aaa
aaa

= 

= 11 22 33 13 21 32 12 23 31a a a a a a a a a⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ – 

 ( )31 22 13 32 23 11 21 12 33a a a a a a a a a− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . 
 
 Свойства определителей: 
1 – Определитель не изменится, если строки определителя заменить 
столбцами, а столбцы - соответствующими строками. 
2 – Общий множитель всех элементов какой-нибудь строки (или 
столбца) можно выносить за знак определителя. 
3 – Определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) равен 
нулю. 

 

















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa
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4 – При перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет 
знак на противоположный. 
5 – Определитель с двумя пропорциональными строками (столбцами) 
равен нулю. 
6 – Определитель не изменится, если к элементам одной строки 
(столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки 
(столбца), умноженные на одно и то же число. 
 

Определителем квадратной матрицы n–го порядка, называется 
число, равное алгебраической сумме n! членов, каждый из которых 
является произведением n элементов матрицы, взятых по одному из 
каждой строки и каждого столбца. 

 

( ) ( )
( )
∑ ⋅⋅⋅⋅−==
J

JnJJ
Jr

nnnn

n

n

n
aaa

aaa

aaa
aaa

A ...1

...
............

...
...

det
21 21

21

22221

11211

. 

Причём знак каждого члена определяется как ( ) ( )1 r J− , где ( )r J  – 
число инверсий в перестановке J из номеров столбцов элементов 
матрицы, если при этом номера строк записаны в порядке возраста-
ния. Сумма берётся по всем перестановкам. 

 
Замечание. Инверсия (беспорядок) в перестановке J – это наличие пары 

чисел, в которой большее число предшествует меньшему. Например, в переста-
новке из трёх чисел J=(2; 1; 3) имеется одна инверсия (2; 1), а в перестановке 
J=(3; 2; 1)– три: (3; 2), (3;1), (2; 1). 

 
Проверим, например, что при n=3 мы получим введённый ранее 

определитель третьего порядка: 
 

( ) ( ) ( )0 2 2
11 22 33 12 23 31 13 21 321 1 1a a a a a a a a a∆ = − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +  

( ) ( ) ( ) 322311
1

332112
1

312213
3 111 aaaaaaaaa ⋅⋅−+⋅⋅−+⋅⋅−+ , 
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т.е. тоже выражение, что и полученное ранее по правилу треугольни-
ков. 

С ростом порядка матрицы расчёт определителя по определе-
нию становится затруднительным (для n= 4 по определению получим 
24 слагаемых). 

На практике расчёт определителей n –го порядка удобнее вести 
с помощью разложения по элементам строки или столбца. Для ис-
пользования этого метода введём определения минора и алгебраиче-
ского дополнения. 

 

Минором ijМ  элемента ija  матрицы  n–го порядка называется 

определитель матрицы (n–1) –го порядка, полученной из матрицы А 
вычёркиванием i –й строки и j –го столбца. Каждая матрица n –го по-
рядка имеет n2 миноров (n–1) –го порядка. 

 

Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  матрицы n –го по-

рядка называется соответствующий этому элементу минор, умножен-

ный на ( )1 i j+− , т.е. ( )1 i j
ij ijA М+= − . 

 

Теорема разложения. Определитель квадратной матрицы равен 
сумме произведений элементов любой строки или столбца на соот-
ветствующие им алгебраические дополнения: 
 

1 1 2 2
1

...
n

i i i i in in is is
s

a A a A a A a A
=

∆ = + + + = ∑  –разложение по элементам 

i–ой строки; i = 1, 2, …, n. 
 

1 1 2 2
1

...
n

j j j j nj nj sj sj
s

a A a A a A a A
=

∆ = + + + = ∑  –разложение по элемен-

там j–го столбца; j = 1, 2, …, m. 
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2.2. Решение систем линейных уравнений методом Крамера 
 

 С помощью определителей очень удобно записывать решение 
СЛУ. 
 Рассмотрим систему трёх линейных уравнений с тремя неиз-
вестными:  

 
11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

;
;
.

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

+ + =
 + + =
 + + =

 (2) 

 Определитель 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

∆ = , составленный из коэффици-

ентов при неизвестных, называется главным определителем системы 
(2). 
 

 Если 0∆ ≠ , система (2) имеет единственное решение, которое 
определяется по формулам: 
 

 1
1x

∆
=

∆
; 2

2x ∆
=

∆
; 3

3x ∆
=

∆
, (3) 

 

где 
1 12 13

1 2 22 23

3 32 33

b a a
b a a
b a a

∆ = ; 
11 1 13

2 21 2 23

31 3 33

a b a
a b a
a b a

∆ = ; 
11 12 1

3 21 22 2

31 32 3

a a b
a a b
a a b

∆ = , 

 

т.е. определители 1∆ , 2∆ , 3∆  получаются из определителя ∆  путём 
замены его первого, второго и третьего столбцов столбцом свобод-
ных членов системы (2). Формулы (3) называются формулами Краме-
ра. 
 Формулы Крамера обобщаются и на систему n линейных урав-
нений с n неизвестными. 
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ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 
 

Пример 2.1. Вычислить определитель 

0 1 2
1 2 1
2 1 1

−
−

, а) по правилу 

треугольника; б) разложением по элементам первой строки; 
в) разложением по элементам второго столбца. 

 

Решение. а) Воспользуемся правилом треугольника: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1 2
1 2 1 0 2 1 1 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1
2 1 1

∆ = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − − ⋅ ⋅ −
−

 

1 1 0 9− ⋅ ⋅ = − ; 
 

б) вычислим определитель разложением по первой строке: 

( ) ( )1 2 1 3
11

0 1 2
1 1 1 2

1 2 1 0 1 1 2 1
2 1 2 1

2 1 1
A + + −

∆ = − = ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =
− −

−

( )( )1 1 1 1 2= − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ( ) ( )( )2 1 1 2 2 3 6 9⋅ ⋅ − − ⋅ − = − − = − ; 
 

в) вычислим определитель разложением по второму столбцу: 

( ) ( ) ( )1 2 2 2
0 1 2

1 1 0 2
1 2 1 1 1 2 1

2 1 2 1
2 1 1

+ +∆ = − = ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +
− −

−

( ) ( )( ) ( )( ) ( )3 2 0 2
1 1 1 1 1 1 2 2 0 1 2 2 1 0 1 2 1

1 1
++ ⋅ − ⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ =

3 8 2 9= − − + = − . 
 
Ответ: –9. 

 
Величина определителя характеризует матрицу и не зависит 

от способа расчёта. Так для матрицы из примера 2.1 было получено 
единственное, соответствующее матрице, число. 
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Пример 2.2. Вычислить определитель разложением по элемен-

там третьего столбца: 

3 1 0
1 2 1
5 4 0

−
−
−

. 

Решение. ( )2 3
3 1 0

3 1
1 2 1 1 1 1 7 7

5 4
5 4 0

+
−

−
∆ = − = ⋅ − ⋅ = − ⋅ = −

−
−

. 

 

Ответ: –7. 
 

Пример 2.3. Вычислить определители, пользуясь их свойства-

ми: а) 
2 3 1
4 2 1
1 5 2

− , б) 
1 2 4
2 1 3

3 4 2
− −

−
, в) 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

−
−

−
. 

 

 Решение. 
 

а) К элементам 2-й строки прибавим соответствующие элементы 1-й 
строки, а из элементов 3-й строки вычтем удвоенные элементы 1-й 

строки: 
2 3 1 2 3 1
4 2 1 6 5 0
1 5 2 3 1 0

− =
− −

. 

 Разложим определитель по элементам третьего столбца, полу-

чим: 
2 3 1

6 5 2 3 2 3
6 5 0 1 0 0 6 15 9

3 1 3 1 6 5
3 1 0

= ⋅ − ⋅ + ⋅ = − + =
− − − −

− −
. 

 
б) К элементам 2-й строки прибавим удвоенные элементы 1-й строки; 
из элементов 3-й строки вычтем элементы 1-й строки, умноженные на 
3 и вынесем –2 (общий множитель элементов 3-й строки) за знак оп-

ределителя: 
1 2 4 1 2 4 1 2 4
2 1 3 0 5 5 2 0 5 5 2 0

3 4 2 0 10 10 0 5 5
− − = = − ⋅ = − ⋅

− − −
=0 

 

(две одинаковые строки, свойство 3). 
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в) К элементам 3-й строки прибавим соответствующие элементы 1-й 
строки и разложим определитель по элементам 3-й строки: 
 

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 2 0
1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 2 0

− −
− −

− = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =
− −

−
 

 

( )( )2 1 1 4= − ⋅ − − = − . 
 

Ответ: а) 9; б) 0; в) –4. 
 

Пример 2.4. Найти определитель матрицы 
sin3 cos3
cos3 sin3

x x
A

x x
− 

=  
 

. 
 

 Решение. 13cos3sin
3sin3cos
3cos3sin 22 =+=

−
=∆ xx

xx
xx

. 
 

Ответ: 1. 
 

Пример 2.5. Решить неравенство:
22 7 2 1
3 1

x
x
− <   

Решение. Раскроем определитель: 22 7 6 1x x− − < , приведём по-
добные: 22 6 8 0x x− − < . Разложим квадратный трёхчлен на линейные 
множители: ( )( )2 4 1 0x x⋅ − + < . Решим это неравенство методом ин-
тервалов, получим ( )1; 4x ∈ − . 

 

Ответ: ( )1; 4− . 
 

 Пример 2.6. Решить уравнение: 
1 0
1 1 2 5
2 1 1

x
x − = −

−
. 

 Решение. Найдем определитель: 52221 2 −=−+−+− xxxx , 
приведём подобные 22 2 4 0x x− + + = , разделим на –2 обе части урав-
нения: 2 2 0x x− − = . Корнями уравнения, по теореме Виета, явля-
ются числа –1 и 2. 



 23

 Ответ: 1 21; 2x x= − = . 
 

 Пример 2.7. Решить неравенство: 24
127

533
12

−>
−

−
x

x
x

. 

 Решение. 
 Раскроем определитель: 2 23 70 6 21 10 6 24x x x x− − + − + + > − , при-
ведём подобные: 260 24 36 0x x− − + > , разделим обе части неравенства 
на –12, со сменой знака неравенства: 25 2 3 0x x+ − < . Разложим квад-
ратный трёхчлен на произведение линейных множителей: 

( )( )5 1 0,6 0x x⋅ + − < . Решение, согласно методу интервалов, запишет-
ся в виде: ( )1; 0,6x∈ − . 
 

 Ответ: ( )1; 0,6x∈ − . 
 

 Пример 2.8. Докажите тождество: 

3 2 1 3 2 7
2 3 2 2 3 2
4 5 3 4 5 11

− = − − . 

 Решение. Если найденные определители обеих частей равенства 
окажутся одинаковыми, то тождество будет доказано. Найдём вели-
чину определителя в левой части: . 27 16 10 12 30 12 3лев∆ = + − − − + = . 
 Значение определителя правой части: 

. 99 16 70 84 30 44 3прав∆ = − − − + + = , тождество доказано. 
 
 Пример 2.9. Вычислить определитель четвёртого порядка: 

2623
1814
5141
1415

−−−
−
−−

=∆ . 

 Решение. Разложим определитель, например, по элементам пер-

вой строки: ( ) ( ) +−−−
−

⋅−⋅+−−
−

⋅−⋅−=∆ ++

263
184
511

11
262
181
514

15 2111  



 24

( ) ( ) ( ) =−−
−

⋅−⋅+−−⋅−⋅−+ ++

623
814
141

11
223
114
541

14 4131 ( )−−−⋅− 15745

( ) 264331241537033314 −=−++−=−−⋅− . 
 

Ответ: –264. 
 

 Пример 2.10. Вычислить определитель 

1 2 2 2
2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 2−

. 

 

 Решение. Вынесем за знак определителя общий множитель 4-го 
столбца. Из элементов 3-й и 2-й строк вычтем элементы 1-й строки, 
прибавим к элементам 4-й строки элементы 1-й строки, затем разло-
жим определитель по элементам 4-го столбца: 

1 2 2 1 1 2 2 1
1 1 0

2 1 2 1 1 1 0 0
2 2 2 1 0 1

2 2 1 1 1 0 1 0
3 4 4

2 2 2 1 3 4 4 0

−
−

∆ = ⋅ = ⋅ = − ⋅ −
−

−

. 

 

 Прибавим к элементам 3-й строки элементы 1-й строки, умно-
женные на 4 и разложим определитель по элементам 2-го столбца: 
 

( ) ( ) ( )( )1 2
1 1 0

1 1
2 1 0 1 2 1 1 2 4 7 22

7 4
7 0 4

+
−

−
∆ = − ⋅ − = − ⋅ − ⋅ − ⋅ = − ⋅ − − = − . 

 

 Ответ: 22− . 
 
Пример 2.11. Решить систему линейных уравнений по формулам 

Крамера: 
2 3 2 9;

2 3 14;
3 4 16.

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + − =
 + + =
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Решение. 
143
321
232

−=∆ =4 27 8 12 3 24 6− + − − + = − . Определи-

тель данной системы отличен от нуля, следовательно, она имеет 
единственное решение. Находим его по формулам Крамера. 

 

1416
3214
239

−=∆x = 12108426411214418 −=+−−+− . 

 

2
6

12
=

−
−

=
∆

∆
= xx . 

 

1896984488128
1163
3141
292

−=+−−+−=−=∆ y . 

 

3
6

18
=

−
−

=
∆

∆
= yy . 

 

1248112543612664
1643
1421
932

=−−−++==∆z . 

 

 2
6

12
−=

−
=

∆
∆

= zz . 

 
 Ответ: 2, 3, 2x y z= = = − . 
 
 Пример 2.12. Решить систему линейных уравнений методом 
Крамера: 

2 3 7;
3 2 5;

3.

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − + =
 + + =
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 Решение. 
1 2 3
1 3 2 3 4 3 9 2 2 9 0
1 1 1

∆ = − = − + + + − − = ≠ . 

 ( )
7 2 3
5 3 2 21 12 15 27 14 10 9
3 1 1

x∆ = − = − + + − − − − = . 

 
1 7 3
1 5 2 5 14 9 15 6 7 0
1 3 1

y∆ = = + + − − − = . 

 
1 2 7
1 3 5 9 10 7 21 5 6 18
1 1 3

z∆ = − = − + + + − − = . 

 9 1
9

xx ∆
= = =

∆
, 0 0

9
yy

∆
= = =

∆
, 18 2

9
zz ∆

= = =
∆

. 

 
 Ответ: 1, 0, 2x y z= = = . 
 

Задания для самостоятельного решения. 
по теме « Определители. Решение СЛУ методом Крамера » 

 

Группа А 
 

1.А. Вычислить определители: 

а) 
1 2 2 5

2 5 1 2

+ −

+ −
, б) 

1
2 1 2

α
α α

−
+ −

. 

 

Ответ: а) 0; б) 2 1α + . 
 
2.А. Решить неравенства: 

а) 
23 7 4 4
3 2

x
x
− < , б) 2

5 3
1

2 1x x
≥ −

− −
. 
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Ответ: а) ( )1; 3x ∈ −  ; б) 1 ; 2
3

x  ∈ −  
. 

 
3.А. Решить системы уравнений, используя формулы Крамера: 

а) 
4 2 4;

3 2 0;
x y

y x
− =

 − + =
 б) 

6 7 13 0;
5 19 14.

x y
x y

+ + =
 − =

 

 

Ответ: а) 0, 2x y= = − ; б) 1, 1x y= − = − . 
 
4.А. Вычислить определители: 

а) 

1 1
0 0
0

b
b
b b−

, б) 
2 1 1
3 1 2
1 0 1

−
− , в) 

1 3 1
2 7 2

3 2 4

− −
−

−
. 

 

Ответ: а) 2b− ; б) 2− ; в) 1− . 
 
5.А. Решить уравнения: 

а) 

2 3
2 1 2 0
3 2 1

x x−
− =
−

, б) 
1 1 1
1 1 1 0
1 1 2

x
x

− =
−

. 

 

Ответ: а) 3x = − ; б) 1 20, 1x x= = . 
 

6.А. Вычислить ( )A B C− ⋅ , где 
2 3
1 0

A
 

=  − 
, 

3 2
1 2

B
− 

=  − 
, 

1 4
3 1

C
− 

=  − 
. 

 

Ответ: –88. 
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7.А. Вычислить определители четвёртого порядка: 
 

а) 

1 0 1 2
2 1 0 1

1 2 0 0
0 1 0 0

− −
− −

−

, б) 

5 4 1 3
2 1 1 4
3 2 1 1
1 3 2 2−

, в) 

2 0 4 3
1 2 1 2
0 4 0 1
5 3 2 1

. 

 
Ответ: а) 1; б) 0; в) 58− . 
 

8.А. Доказать равенство: 
2cos 1 0

4cos2 cos 1 2cos 1
0 1 2cos

β
β β β

β
⋅ = . 

 
В задачах 9.А−12.А решить системы уравнений по формулам 

Крамера. 
 

9.А. 
2 4;

3 5 3 1;
2 7 8.

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − + =
 + − =

 Ответ: 1; 1; 1x y z= = = . 

 

10.А. 
5 8 2;
3 2 6 7;
2 5.

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − + = −
 + − = −

 Ответ: 3; 2; 1x y z= − = = . 

 

11.А. 
3 2 3;
5 2 2 3;

2.

x y z
x y z

x y z

+ + =
 − − =
 + − = −

 Ответ: 1; 1; 2x y z= = − = . 

 

12.А. 
36;
13;
7.

x y z
x z y
y z x

+ − =
 + − =
 + − =

 Ответ: 24,5; 21,5; 10x y z= = = . 
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Задания для самостоятельного решения по теме 
«Определители. Решение СЛУ методом Крамера» 

 

Группа В 
 

1.В. Вычислить определители: 

а) 

9 3 2
14 2 3
16 4 1

− , б) 

2 3 3
1 2 3
3 4 1

− , в)
0 1 3
2 3 5
3 5 7

. 

 

Ответ: а) 12− ; б) 8− ; в) 4. 
 
2.В. Решить неравенства: 

а)
2 2 1
1 1 2 0
5 3

x

x

+ −
− >

−
, б) 

1 3
4 5 1 0
2 1 5

x
− <

−
. 

 
Ответ: а) ( )6; 4x ∈ − − ; б) ( )3;x ∈ − ∞ . 
 
3.В. Вычислить определители четвёртого порядка: 

а) 

3 2 1 0
2 1 0 3
1 0 3 2
0 3 2 1

− −
− −

− −
− −

, б) 

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

1 1 1 0

− −
−

− −
−

, в)

1 3 4 3
2 2 1 2
0 1 1 0
4 2 0 1

. 

 

Ответ: а) 96− ; б) 1; в) 9− . 
 
4.В. Решить относительно неизвестного λ  уравнение 0A Eλ− = , где 

1 1 1
2 2 2
3 3 3

A
 
 =  
 
 

, 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

E
 
 =  
 
 

. 
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Ответ: 1 2 30; 0; 6λ λ λ= = = . 
 

5.В. Доказать равенство: 

cos 1 0
1 2cos 1 cos3
0 1 2cos

α
α α

α
= . 

 
В задачах 6.В−11.В решить системы уравнений методом 

Крамера. 

6.В. 
3 4 6;
5 7 8.

x y
x y

+ =
 + =

 Ответ: 10; 6x y= = − . 

 

7.В. 
cos sin cos2 ;
sin cos sin 2 .

x y
x y

α α α
α α α

− =
 + =

 Ответ: cos ; sinx yα α= = . 

 

8.В. 
2 4 9 13;

2 6 4 0;
7 9 5.

x y z
x y z

x y z

− − =
 + + + =
 − + =

 Ответ: 2; 0; 1x y z= = = − . 

 

9.В. 
;
;
.

x y z a
x y z b
x y z c

+ + =
 − + =
 + − =

 Ответ: 
2

b cx +
= ; 

2
a by −

= ; 
2

a cz −
= . 

 

10.В. 







=−−
=−+
=−−

.7997
;16637

;7942

zyx
zyx
zyx

 Ответ: 1; 1; 1x y z= = = − . 

 

11.В. 
2 3 4 15;

5 16;
3 2 1.

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + =

 Ответ: 0; 1; 3x y z= = = . 
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3. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙ-
НЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ 

 

Пусть А– квадратная невырожденная матрица, т.е. det 0A ≠ . 
Матрица 1−A , удовлетворяющая условию: EAA =⋅ −1 , называется об-
ратной к матрице А, а сама матрица А называется обратимой или не-
вырожденной. Необходимым условием существования обратимости  
матрицы А является то, что её определитель должен быть отличен от 
нуля. Формула расчёта обратной матрицы размера n×n имеет вид: 

 

 

11 21 1

12 22 21

1 2

...

...1
det ... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A
A A A

−

 
 
 = ⋅  
 
 
 

, 

где Adet – определитель матрицы А, ijA – алгебраическое дополнение 
к элементу ija   матрицы А. 
 В частности, для матрицы размера 3×3 имеем: 
















⋅=−

332313

322212

312111
1

det
1

AAA
AAA
AAA

A
A . 

 С помощью обратной матрицы можно находить решения СЛУ. 
 Пусть требуется решить систему n линейных уравнений с n не-
известными: 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ;
... ;

... ... ... ... ...
... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

 (4) 

 

 Введём обозначения матриц: 
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =  
  
 

, 

1

2
...

n

x
x

X

x

 
 
 =
 
 
 

, 

1

2
...

n

b
b

B

b

 
 
 =
 
 
 

. 
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 Найдём решение системы уравнений (4) в матричной форме: ис-
пользуя правило умножения матриц и условие равенства матриц, сис-
тему уравнений (4) можно представить в виде: 
 

BXA =⋅ ; 
BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 ; 

BAXE ⋅=⋅ −1 ; 
BAX ⋅= −1 . 

 

 Таким образом, чтобы найти матрицу неизвестных Х, достаточно 
найти 1A−  и умножить её на матрицу свободных членов В. 
 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 
 
 Пример 3.1. Найти обратные матрицы для заданных матриц: 

а) 
4 5
5 2

A  
=  

 
, б) 

2 1 0
4 2 1
1 0 1

B
− 

 =  
 
 

. 

 

Решение. 
а) Определитель матрицы 17 0A = − ≠ . 

Найдём алгебраические дополнения элементов матрицы А: 
 ( )2

11 1 2 2A = − ⋅ = ; ( )312 1 5 5A = − ⋅ = − ; 

 ( )321 1 5 5A = − ⋅ = − ; ( )4
22 1 4 4A = − ⋅ = . 

 

Матрица 1A− , обратная для матрицы А, имеет вид: 
 

1

2 5
2 51 17 17
5 4 5 417

17 17

A−

 − − 
= − ⋅ =   −   − 

 

. 

 Сделаем проверку:  1 2 5 4 51
5 4 5 217

A A− −   
⋅ = − ⋅ ⋅ =   −   

 

 

17 0 1 01
0 17 0 117

E
−   

= − ⋅ = =   −   
. 
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б) Определитель матрицы В равен –7. Найдём алгебраические допол-
нения элементов матрицы В: 
 

( ) 2
10
12

1 2
11 =⋅−=A ; ( ) 3

11
14

1 3
12 −=⋅−=A ; ( ) 2

01
24

1 4
13 −=⋅−=A ; 

 

( ) 1
10
01

1 3
21 −=⋅−=A ; ( ) 2

11
02

1 4
22 −=

−
⋅−=A ; ( )523

2 1
1 1

1 0
A

−
= − ⋅ = ; 

 

( ) 1
12
01

1 4
31 =⋅−=A ; ( ) 2

14
02

1 5
32 =

−
⋅−=A ; ( ) 8

24
12

1 6
33 −=

−
⋅−=A . 

 

 Следовательно, 1
2 1 1

1 3 2 2
7

2 1 8
B−

− 
 = − ⋅ − − 
 − − 

. 

 

Ответ: а) 1

2 5
17 17
5 4

17 17

A−

 − 
=  

 − 
 

; б) 1

2 1 1
7 7 7
3 2 2
7 7 7
2 1 8
7 7 7

B−

 − − 
 
 = − 
 
 − 
 

. 

 
 Пример 3.2. Найти решение СЛУ с помощью обратной матри-

цы: а) 
3 2 2 5;

3 1;
5 3 4 0;

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

 б) 
3 4 11;
5 6 28;

2 7.

x y
y z

x z

+ =
 + =
 + =

 

 

 Решение. 

 Введём обозначения матриц: 
3 2 2
1 3 1
5 3 4

A
 
 =  
 
 

, 
3 4 0
0 5 6
1 0 2

B
 
 =  
 
 

. 
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 а) Вычислим определитель матрицы А: 
3 2 2

det 1 3 1 5
5 3 4

A = = . 

 Так как определитель матрицы А отличен от нуля, то существует 
обратная матрица 1A−  и система имеет единственное решение. Най-
дём обратную матрицу. Для этого вычислим алгебраические допол-
нения всех элементов матрицы А: 

9
43
13

11 ==A ; 1
45
11

12 =−=A ; 12
35
31

13 −==A ; 

2
43
22

21 −=−=A ; 2
45
23

22 ==A ; 1
35
23

23 =−=A ; 

 

4
13
22

31 −==A ; 1
11
23

32 −=−=A ; 7
31
23

33 ==A . 

Следовательно, 1
9 2 4

1 1 2 1
5

12 1 7
A−

− − 
 = ⋅ − 
 − 

. 

 Решение системы запишется в виде: 
9 2 4 5 43

1 11 2 1 1 7
5 5

12 1 7 0 59
X

− −     
     = ⋅ − ⋅ = ⋅     
     − −     

. 

 

б) Определитель матрицы В равен: 
3 4 0
0 5 6
1 0 2

∆ = =54 0≠ . Найдём ал-

гебраические дополнения всех элементов матрицы В: 
 

11
5 6

10
0 2

A = = ; 12
0 6

6
1 2

A = − = ; 13
0 5

5
1 0

A = = − ; 

 

21
4 0

8
0 2

A = − = − ; 22
3 0

6
1 2

A = = ; 23
3 4

4
1 0

A = − = ; 
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31
4 0

24
5 6

A = = ; 32
3 0

18
0 6

A = − = − ; 33
3 4

15
0 5

A = = . 

 

 Таким образом, обратная матрица и решение СЛУ имеют вид: 
 

1
10 8 24

1 6 6 18
54

5 4 15
B−

− 
 = ⋅ − 
 − 

, 















=
















⋅

















−
−

−
⋅=

3
2
1

7
28
11

1545
1866
24810

54
1X . 

 

Ответ: а) 
5
43

=x , 
5
7

=y , 
5
59−

=z ; б) 1x = , 2y = , 3z = . 

 
Пример 3.3. Средствами матричного исчисления решить систе-

му уравнений 
2 4 9 28;
7 3 6 1;
7 9 9 5.

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − = −
 + − =

 

 

 Решение. Исходную СЛУ можно представить в матричном виде: 
 

A X B⋅ = , 
 

где 
2 4 9
7 3 6
7 9 9

A
− 

 = − 
 − 

, 
x

X y
z

 
 =  
 
 

, 
28
1
5

B
 
 = − 
 
 

. 

 Определитель матрицы А равен: 
2 4 9

det 7 3 6 348 0
7 9 9

A
−

= − = ≠
−

. 

 

 Найдём обратную матрицу: 
















−
−

−
⋅=−

344642
758121

34527

348
11A . 

 

Следовательно, решение данной системы имеет вид: 
 

1
27 45 3 28 2

1 21 81 75 1 3
348

42 46 34 5 4
X A B−

−     
     = ⋅ = ⋅ − ⋅ − =     
     −     

. 
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Ответ: 2=x , 3=y , 4=z . 
 

Пример 3.4. Найти матрицу Х из уравнения: 
2 5 2 1
1 3 1 1

X    
⋅ =   
   

. 

 

 Решение. Введём обозначения: 
2 5
1 3

A  
=  

 
, 

2 1
1 1

B  
=  

 
, 1

2

x
X

x
 

=  
 

. 

 

 Данное уравнение можно записать в виде: X A B⋅ = . Умножим 
обе части уравнения справа на 1A− , получим: 
 

1 1X A A B A− −⋅ ⋅ = ⋅ , 
1X E B A−⋅ = ⋅ , 

1X B A−= ⋅ . 
 

 Значит, для решения исходного уравнения нужно найти обрат-
ную матрицу 1A−  и умножить матрицу-столбец В на матрицу 1A− . 
Определитель матрицы 1 0A = ≠ . Найдём обратную матрицу для мат-
рицы А. Вычислим алгебраические дополнения: 
 

11 3A = , 12 1A = − , 21 5A = − ,  22 2A = . 
 

 Следовательно, обратная матрица и решение исходного уравне-
ния имеют вид: 
 

 1 3 5
1 2

A− − 
=  − 

, 
2 1 3 5 5 8
1 1 1 2 2 3

X
− −     

= ⋅ =     − −     
. 

 

Ответ: 
5 8
2 3

− 
 − 

. 
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Задания для самостоятельного решения по теме 
«Обратная матрица. Решение СЛУ 
с помощью обратной матрицы» 

 

Группа А 
1.А. Вычислить: 

а) 
13 5

5 9

−
 
 
 

, б) 

12 1 0
0 2 1
1 1 1

−− 
 − 
 − − 

, в) 
12 1

1 1

−
 
 
 

. 

 

Ответ: а) 

9 5
2 2
5 3
2 2

 − 
 
 − 
 

; б) 
1 1 1
1 2 2
2 3 4

 
 
 
 
 

; в) 
1 1
1 2

− 
 − 

. 

 
2.А. Вычислить обратные к заданным матрицам: 

а) 
2 0
0 1

− 
 
 

, б) 
1 0 0
0 1 0
2 0 1

 
 
 
 
 

, в) 
3 2 1
1 0 2
4 1 3

 
 
 
 
 

. 

 

Ответ: а) 
1 0
2

0 1

 − 
 
 

; б) 
1 0 0
0 1 0
2 0 1

 
 
 
 − 

; в) 

2 41
5 5
1 1 1
1 21
5 5

 − − 
 

− 
 

− 
 

. 

 
3.А. Вычислить произведения матриц: 

а) 
11 1 2 5

0 1 1 3

−   
⋅   

   
; б) 

11 2 3 2 2 1
2 3 4 2 1 2
3 4 5 1 2 2

−−   
   ⋅ −   
   −   

. 
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Ответ: а) 
1 2
1 3

 
 
 

; б) 

1 2 1
3 3
2 41
3 3

4 51
3 3

 
 
 
 
 
 
  
 

. 

 
4.А. Решить СЛУ средствами матричного исчисления: 

а) 
2 4;

3 4 6;
x y
x y
+ = −

 + =
 б) 

4 5 8;
2 3 4 9;

2 6;

x y z
x y z

x y z

+ − =
 + − =
 − − =

 в) 
2 3;

5 12 2 1;
4 9 2 2.

x y z
x y z
x y z

+ − =
 + − = −
 + − =

 

 

Ответ: а) 14x = , 9y = − ; б) 2x = , 1y = − , 2z = − ; 
 в) 3x = , 2y = − , 4z = − . 
 
5.А. Найти матрицу Х из уравнения: 
 

а) 
2 5 2 1
1 3 1 1

X   
⋅ =   

   
; б) 

2 1 10
1 1 17

X   
⋅ =   

   
; 

 

в) 
2 2 1

5 5 2
2 1 2

5 8 1
1 2 2

X
− 

  ⋅ − =    −  − 

; г) 

1 3 2 4 5
1 1 0 2 4
3 0 1 1 1
2 1 1 0 2

T

X

−   
   − −   ⋅ =
   −
   −   

. 

 

Ответ: а) 
1 2
0 1

− 
 
 

; б) 
7

24
− 

 
 

; в) 
2 1 1
3 0 1

 
 
 

; 

 

 г) ( )1 0 2 1− − . 
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Задания для самостоятельного решения по теме 
«Обратная матрица. Решение СЛУ 
с помощью обратной матрицы» 

 

Группа В 
 

1.В. Вычислить: 

а) 
13 4

5 7

− 
 
 

, б) 

11 2 0
2 5 2
0 2 5

− 
 − 
 − 

, в) 

11 1 1
1 2 2
2 3 4

− 
 
 
 
 

. 

 

Ответ: а) 
7 4
5 3

− 
 − 

; б) 
21 10 4
10 5 2
4 2 1

− − 
 − 
 − 

; в) 
2 1 0
0 2 1
1 1 1

− 
 − 
 − − 

. 

 
2.В. Вычислить обратную к данной матрице: 

а) 
1
0 1

n 
 
 

, б) 
1 2 2
2 1 2
2 2 1

 
 − 
 − 

, в) 
1 1 2
2 1 2
4 1 4

 
 − 
 
 

. 

 

Ответ: а) 
1
0 1

n− 
 
 

; б) 

1 2 2
9 9 9
2 1 2
9 9 9
2 2 1
9 9 9

 
 
 
 − 
 
 − 
 

; в) 

1 1 2
3 3

0 2 1
3 3

1 1 1
2 2

 
 −

− 
 
 − 
 
 − 
 

. 

 
3.В. Решить СЛУ с помощью обратной матрицы: 

а) 
2 4 6;

5 2 12;
3 1;

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + =

 б) 
2 0;

7 10 5 2;
4 7 6 8;

x y z
x y z
x y z

− + + =
 − − = −
 − − = −

 в) 
2 3 7;

2 4;
3 2 1.

x y z
x y z
x y z

+ − =
 + + =
 − + = −
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Ответ: а) 2x = , 4y = , 1z = − ; б) 1x = − , 2y = − , 3z = ; 
 в) 1x = , 2y = , 1z = − . 
 

4.В. Вычислить произведения матриц: 

а) 

11 0 2 0 2 1
0 2 0 2 5 2
2 0 2 1 2 0

−   
   ⋅   
   
   

; б) 

14 3 2 7
2 5 3 12
5 6 2 16

−− −   
   − ⋅   
   −   

. 

 

Ответ: а) 
1 0 1
1 2,5 1

0,5 1 1

− 
 
 
 − 

; б) 
0
3
1

 
 
 
 
 

. 

 

5.В. Найти матрицу Х из уравнения: 

а) 
2 1 1 1
1 3 1 1

X
−   

⋅ =   −   
; б) 

1 1 1 2 1 0
1 2 2 0 2 1
2 3 4 1 1 1

X
−   

   ⋅ = −   
   − −   

; 

в) 
4 3 9 9 5
2 3 5 7 3
1 8 7 12 6

X
− −   

   − ⋅ = −   
   − −   

. 

 

Ответ: а) 

4 3
5 5
4 3
5 5

 − 
 
 − 
 

; б) 
4 4 1
1 5 3
3 2 2

− 
 − 
 − − 

; в) 
3 1
2 0
1 1

 
 
 
 
 

. 

 
4. МЕТОД ГАУССА РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 
 

4.1. Ранг матрицы и его вычисление 
 

 В матрице А размера nm×  вычёркиванием каких-либо строк и 
столбцов можно вычленить квадратные матрицы k–го порядка, где 

( )nmk ;min≤ . Определители таких подматриц называются минорами 
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k–го порядка матрицы А. Например, для матрицы 3 4A ×  можно полу-
чить подматрицы первого, второго и третьего порядков. 

 Рангом матрицы А называется наибольший порядок отличных 
от нуля миноров этой матрицы. 

 Всякий отличный от нуля минор матрицы, порядок которого ра-
вен рангу этой матрицы, называется базисным минором матрицы. 

 Ранг матрицы А обозначается rang A или r(A). Из определения 
ранга матрицы следует: 

 а) ранг матрицы m nA ×  не превосходит меньшего из её размеров, 
т.е. ( ) ( )min ;r A m n≤ ; 

 б) ( ) 0r A =  тогда и только тогда, когда все элементы матрицы 
равны нулю, т.е. А=0 (нуль-матрица); 

 в) для квадратной матрицы n–го порядка ( )r A n=  тогда и только 
тогда, когда матрица А –невырожденная. 

 Так, например, для матрицы 
3 2 4 2
2 0 1 1
0 4 5 1

A
 
 =  
 
 

 можно составить 

12 миноров первого порядка –это сами элементы матрицы А, 18 ми-
норов второго порядка: 

3 2
2 0

, 
3 4
2 1

, 
3 2
2 1

, 
2 4
0 1

, 
2 2
0 1

, 
4 2
1 1

, 
3 2
0 4

, 
3 4
0 5

, 
3 2
0 1

, 
2 4
4 5

, 

2 2
4 1

, 
4 2
5 1

, 
2 0
0 4

, 
2 1
0 5

, 
2 1
0 1

, 
0 1
4 5

, 
0 1
4 1

, 
1 1
5 1

 и 4 минора тре- 

тьего порядка: 
3 2 4
2 0 1
0 4 5

, 
3 2 2
2 0 1
0 4 1

, 
3 4 2
2 1 1
0 5 1

, 
2 4 2
0 1 1
4 5 1

. 
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 Нетрудно проверить, что все миноры третьего порядка матрицы 
А равны нулю, а миноры второго порядка не равны нулю (отличен от 
нуля уже первый из выписанных выше миноров второго порядка). 
Поэтому будем говорить, что ранг матрицы А равен 2. 

 В общем случае определение ранга матрицы перебором всех 
миноров достаточно трудоёмко. Для облегчения этой задачи исполь-
зуются элементарные преобразования матрицы: 

 1) вычёркивание нулевой строки (столбца); 

 2) умножение всех элементов строки (столбца) матрицы на чис-
ло, не равное нулю; 

 3) изменение порядка строк (столбцов) матрицы; 

 4) прибавление к каждому элементу одной строки (столбца) со-
ответствующих элементов другой строки (столбца), умноженных на 
число, отличное от нуля; 

 5) транспонирование матрицы. 

 В результате таких преобразований можно преобразовать ис-
ходную матрицу в единичную. Число единиц на главной диагонали 
равно рангу этой матрицы. 

 

4.2. Теорема Кронекера-Капелли 

 Нахождение ранга матрицы позволяет упростить решение сис-
темы линейных уравнений.  

 Рассмотрим систему m линейных уравнений с n неизвестными: 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ;
... ;

... ... ... ... ...
... .

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

 (5) 
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 Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя 
бы одно решение. Если же система не имеет ни одного решения, то 
она называется несовместной. 

 Совместная система называется определённой, если она имеет 
только одно решение, и неопределённой, если таких решений более 
одного. 

Матрицы 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 и 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

B

a a a b

 
 
 =
 
 
 

 

называются соответственно основной матрицей и расширенной мат-
рицей системы (5). Очевидно, что rang A rang B≤ . 

 Вопрос о разрешимости системы в общем случае рассматрива-
ется в теореме Кронекера–Капелли: 

 система линейных уравнений совместна (имеет решение) тогда 
и только тогда, когда ранг матрицы системы А (матрицы коэффи-
циентов при неизвестных) равен рангу расширенной матрицы В (мат-
рица системы с добавленным столбцом свободных членов) этой сис-
темы. 

 Из теоремы Кронекера-Капелли следует, что: 

1. Если ранг матрицы совместной системы равен числу пере-
менных, то система является определённой и имеет единственное ре-
шение, т.е. rang A rang B n= = . 

2. Если ранг матрицы совместной системы меньше числа пере-
менных, то система неопределённая и имеет бесконечное множество 
решений, т.е. rang A rang B n= < . 

3. Если rang A rang B< , то система несовместна и решений не 
имеет. 
 Основным аппаратом при исследовании совместности системы 
линейных уравнений и отыскании её решений служат элементарные 
преобразования строк расширенной матрицы. К ним относятся: 
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 – вычёркивание нулевой строки; 

 – умножение всех элементов строки матрицы на число, не рав-
ное нулю; 

 – изменение порядка строк матрицы; 

 – прибавление к элементам одной строки соответствующих эле-
ментов другой строки, умноженных на любое, не равное нулю, число.
 С помощью элементарных преобразований строк расширенная 
(и одновременно основная) матрица системы может быть приведена к 
упрощённой форме. Система уравнений, соответствующая упрощён-
ной расширенной матрице, называется упрощённой. 

 Для того, чтобы решить систему уравнений, можно придержи-
ваться следующей схемы. 

1. Расширенную матрицу системы с помощью элементарных 
преобразований строк приводим к упрощённой форме. 

2. Проверяем совместность, пользуясь теоремой Кронекера-
Капелли. 

3. Решаем упрощённую систему уравнений, если она оказалась 
совместной. 

 

4.3. Метод Гаусса 
 

 Поиск ранга матрицы удобно совместить с решением системы 
методом Гаусса, который обеспечивает последовательное исключе-
ние переменных и заключается в том, что с помощью элементарных 
преобразований СЛУ приводится к равносильной системе ступенча-
того вида. 

 Если система имеет единственное решение, то ступенчатая сис-
тема уравнений приведётся к треугольной, т.е. к такой, в которой по-
следнее уравнение содержит одно неизвестное. Переход системы к 
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равносильной треугольной называется прямым ходом метода Гаусса, 
а нахождение переменных из треугольной системы – обратным хо-
дом метода Гаусса. 

 В случае неопределённой системы, допускающей бесконечное 
множество решений, треугольной системы не получается, так как 
последнее уравнение содержит более одного неизвестного. 

 Когда же система уравнений несовместна, то после приведения 
к ступенчатому виду она содержит хотя бы одно уравнение вида 0=1, 
т.е. уравнение, в котором все неизвестные имеют нулевые коэффици-
енты, а правая часть отлична от нуля. Такая система не имеет реше-
ний. 

 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 

 Пример 4.1. С помощью элементарных преобразований вычис-

лить ранг матрицы 
3 2 1 2
2 0 1 1
0 4 5 1

A
 
 = − 
 
 

. 

 Решение. Вычитая из третьей строки удвоенную первую, сокра-
щая второй столбец на 2 и вычитая после этого из первого столбца 
утроенный второй, из третьего –второй и из четвёртого –удвоенный 
второй, последовательно получаем: 

А~
3 2 1 2
2 0 1 1
6 0 3 3

 
 − 
 − − 

~
3 1 1 2
2 0 1 1
6 0 3 3

 
 − 
 − − 

~
0 1 0 0
2 0 1 1
6 0 3 3

 
 − 
 − − 

, 

где знак ~ указывает, что соединяемые им матрицы получаются одна 
из другой элементарными преобразованиями и, значит, имеют один и 
тот же ранг. 
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 Прибавляя далее к третьей строке утроенную вторую, сокращая 
первый столбец на 2, прибавляя его к третьему, затем вычитая из чет-
вёртого и, поменяв местами первые два столбца, получим: 

А~
0 1 0 0
2 0 1 1
0 0 0 0

 
 − 
 
 

~
0 1 0 0
1 0 1 1
0 0 0 0

 
 − 
 
 

~
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 
 
 
 
 

~
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 
 
 
 
 

. 

Ответ: ранг исходной матрицы равен 2. 
 

 Пример 4.2. Решить систему линейных уравнений методом Га-
усса: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5;
2 2 3 6;

3 2 1.

x x x x
x x x x
x x x x

− + − =
 + − + = −
 + − + = −

 

 Решение. Составим расширенную матрицу, в которой верти-
кальная черта будет отделять правую часть равенства от левой (сим-
волизировать знак равенства). Для удобства обнуления элементов под 
главной диагональю (приведение СЛУ к ступенчатому виду) запишем 
коэффициенты второго уравнения в первой строке и выполним эле-
ментарные преобразования над расширенной матрицей системы ли-
нейных уравнений: 

1 2 2 3 6
2 1 1 1 5
3 1 1 2 1

 − − 
 − − 
 − − 

~
1 2 2 3 6
0 5 5 7 17
0 5 5 7 17

 − − 
 − − 
 − − 

, 

здесь для обнуления элемента 21a  первая строка умножалась на 
-2 и складывалась со второй строкой, результат записан во второй 
строке. Для обнуления элемента 31a  первая строка умножалась на 
-3 и складывалась с третьей строкой, результат записан в третьей 
строке. 



 47

 Приступим к обнулению элемента 32a , вычтем из элементов 
третьей строки соответствующие элементы второй строки, тогда: 

1 2 2 3 6
0 5 5 7 17
0 5 5 7 17

 − − 
 − − 
 − − 

~
1 2 2 3 6
0 5 5 7 17
0 0 0 0 0

 − − 
 − − 
 
 

~
1 2 2 3 6
0 5 5 7 17

 − − 
 − − 

, 

при этом нулевую строку в матрице нужно удалить, что и было сде-
лано. В получившейся матрице максимальный размер определителя, 
отличного от нуля, имеет размер 2 2× , т.е. ранг матрицы системы 

2rang A =  и ранг расширенной матрицы В, тоже равен 2. Тогда, со-
гласно теореме Кронекера-Капелли, система уравнений совместна, но 
так как количество неизвестных n=4 больше ранга матрицы 
( )2 4rang A rang B n= = < = , система имеет бесконечное множество 
решений. 

 Оставим в левой части переменные 1x  и 2x , которые берём за 
базисные (определитель из коэффициентов при них отличен нуля, т.е. 
1 2

0
0 5

≠
−

). Остальные свободные переменные 3x , 4x  переносим в 

правые части уравнений. В результате получим систему: 

1 2 3 4

2 3 4

2 6 2 3 ;
5 17 5 7 ,

x x x x
x x x

+ = − + −
 − = − +

 

откуда 2 3 4
17 7
5 5

x x x= − + − , 

 1 3 4 3 4 4
17 7 4 16 2 3 2
5 5 5 5

x x x x x x = − + − − − + − = − 
 

. 

 Придавая свободным переменным 3x  и 4x  произвольные зна-
чения 3x t=  и 4x u= , где ,u t R∈ , получим так называемое общее ре-
шение СЛУ: 
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1

2

3

4

4 1 ;
5 5
17 7 ;
5 5

;
.

x u

x t u

x t
x u

 = −

 = − + −


=
 =

 

 Задавая свободным переменным 3x  и 4x  конкретные значения 
найдём частные решения системы. Если свободные переменные 
принимают значения, равные нулю, то полученное решение называ-

ется базисным решением: 

1

2

3 4

4 ;
5

17 ;
5

0.

x

x

x x

 =

 = −


= =


 

Базисных решений может быть несколько, всё зависит от выбора сво-
бодных переменных. 
 

 Пример 4.3. Решить систему линейных уравнений методом Га-
усса, предварительно исследовав её с помощью теоремы Кронекера–

Капелли 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2;
0;

3 2;
3 4 3 0.

x x x
x x x
x x x
x x x

+ + =
 − + =
 + − = −
 + + =

 

 Решение. Для того чтобы решить систему уравнений, исследуем 
расширенную матрицу, выполнив преобразования только между 
строками (тогда поиск ранга матрицы будет совмещаться с решением 
по методу Гаусса). Обнулим все элементы под 11a  расширенной мат-
рицы этой системы; для этого вычтем первую строку из второй и 
третьей, а утроенную первую строку из четвёртой, получим: 
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1 2 3 2
1 1 1 0
1 3 1 2
3 4 3 0

 
 − 
 − −
 
 

~

1 2 3 2
0 3 2 2
0 1 4 4
0 2 6 6

 
 − − − 
 − −
 

− − − 

. 

 Далее, прибавив утроенную третью строку ко второй и удвоен-
ную третью к четвёртой, находим: 

1 2 3 2
0 0 14 14
0 1 4 4
0 0 14 14

 
 − − 
 − −
 

− − 

~
1 2 3 2
0 0 14 14
0 1 4 4

 
 − − 
 − − 

~
1 2 3 2
0 1 4 4
0 0 14 14

 
 − − 
 − − 

. 

 После удаления повторяющейся четвёртой строки и смены мес-
тами второй и третьей строк была получена последняя матрица в пре-
образовании, из которой очевидно, что 3rang A rang B= = . Следова-
тельно, исходная система совместна и является определённой, т.к. 
количество неизвестных равно рангу матрицы, то она имеет единст-

венное решение. Вернёмся к системе уравнений: 
1 2 3

2 3

3

2 3 2;
4 4;
1.

x x x
x x
x

+ + =
 − = −
 =

 

 Решение этой системы можно получить при использовании об-
ратного хода метода Гаусса. Покажем применение обратного хода: 

1 2 3 2
0 1 4 4
0 0 1 1

 
 − − 
 
 

~
1 2 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1

 − 
 
 
 
 

~
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1

 − 
 
 
 
 

. 

 Последняя расширенная матрица равносильна системе: 
1

2

3

1;
0;
1.

x
x
x

= −
 =
 =
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 Значит, единственным решением системы будет 1 1x = − , 2 0x = , 

3 1x = . 

 Ответ: 1 1x = − , 2 0x = , 3 1x = . 

 

 Пример 4.4. Найти общее решение системы линейных урав-
нений методом Гаусса, предварительно исследовав систему с помо-

щью теоремы Кронекера–Капелли: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0;
2 4;

5 5 4 4;
8 7 7 8.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + − =
 − + + =
 + + − = −
 + + − = −

 

 Решение. Выписав расширенную матрицу этой системы, после 
элементарных преобразований получим: 

1 2 3 1 0
1 1 1 2 4
1 5 5 4 4
1 8 7 7 8

 − 
 − 
 − −
 

− − 

~

1 2 3 1 0
0 3 2 3 4
0 3 2 3 4
0 6 4 6 8

 − 
 − − 
 − −
 

− − 

~

1 2 3 1 0
0 3 2 3 4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 − 
 − − 
 
 
 

, 

откуда 2rang A rang B= = , следовательно, система совместна. Одна-
ко количество неизвестных больше ранга матрицы, поэтому система 

1 2 3 4

2 3 4

2 3 0;
3 2 3 4,

x x x x
x x x
+ + − =

− − + =
 неопределённая и будет иметь бесконечное 

множество решений. 

 Для нахождения общего решения системы линейных уравнений 
назначим свободными переменными 3 4иx x , тогда в матрице 

1 2 0 3 1
0 3 4 2 3

 − 
 − − 

четвёртый и пятый столбцы отвечают соответст-

венно за коэффициенты при 3 4иx x . Согласно обратного хода метода 



 51

Гаусса, после очевидных преобразований получим: 

1 2 0 3 1
4 2 1

0 1 3 3

 −
 
 − − 
 

~

8 51 0 1
3 3
4 2 10 1
3 3

 − − 
 
 − − 
 

. 

 Общее решение системы запишется в виде 
1 3 4

2 3 4

8 5 ;
3 3

4 2 .
3 3

x x x

x x x

 = − −

 = − − +


 

 Ответ: 
1 3 4

2 3 4

8 5 ;
3 3

4 2 .
3 3

x x x

x x x

 = − −

 = − − +


 

 

 Пример 4.5. Исследовать систему линейных уравнений: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0;
2 4;

5 5 4 4;
8 7 7 6.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + − =
 − + + =
 + + − = −
 + + − =

 

 

 Решение. Выполним элементарные преобразования над расши-
ренной матрицей системы. Вычтем первую строку из второй, третьей 
и четвёртой. Прибавим к третьей строке вторую и удвоенную вторую 
к четвёртой, получим: 

1 2 3 1 0
1 1 1 2 4
1 5 5 4 4
1 8 7 7 6

 − 
 − 
 − −
 

− 

~

1 2 3 1 0
0 3 2 3 4
0 3 2 3 4
0 6 4 6 6

 − 
 − − 
 − −
 

− 

~

1 2 3 1 0
0 3 2 3 4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 14

 − 
 − − 
 
 
 

, 
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так как 2rang A = , а 3rang B =  –система несовместна, решений нет. 

 Ответ: система решений не имеет. 
 

 Пример 4.6. Решить СЛУ, выяснив предварительно вопрос о 
её совместности с помощью теоремы Кронекера-Капелли. В случае 
неопределённости системы найти её общее, базисное и частное реше-

ния: 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 1;
3 4 3 4;

5 9 8 0.

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ − − + =
 − + + + =
 + − − + =

 

 

 Решение. Применяя алгоритм Гаусса, приводим расширенную 
матрицу к упрощённому виду. Для этого вычтем первую строку из 
третьей и утроенную первую из второй. Затем прибавим третью стро-
ку ко второй, вычеркнем нулевую второю строку, получим: 

1 1 2 1 1 1
3 1 1 4 3 4
1 5 9 8 1 0

 − − 
 − 
 − − 

~
1 1 2 1 1 1
0 4 7 7 0 1
0 4 7 7 0 1

 − − 
 − 
 − − − 

 

1 1 2 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 4 7 7 0 1

 − − 
 
 
 − − − 

~
1 1 2 1 1 1
0 4 7 7 0 1

 − − 
 − − − 

. 

Теперь разделим вторую строку на четыре и вычтем её из первой: 

1 1 2 1 1 1
0 1 7 7 0 1

4 4 4

 − −
 
 − − − 
 

~

1 0 1 3 1 5
4 4 4

0 1 7 7 0 1
4 4 4

 
− 

 
 − − − 
 

. 

 Нетрудно видеть, что 2rang A rang B= = . Следовательно, сис-
тема совместна. Так как ранг совместной системы меньше количества 
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неизвестных, то система неопределённая и имеет бесконечное мно-
жество решений. 

 За базисные переменные примем 1x  и 2x , так как определитель 
1 0
0 1

 из коэффициентов при этих неизвестных отличен от нуля. Сво-

бодными переменными служат 3 4,x x  и 5x . Переписав систему в ви-

де: 
1 3 4 5

2 3 4

1 3 5 ;
4 4 4
7 7 1 ,
4 4 4

x x x x

x x x

 − + + =

 − − = −


 выразим 1x  и 2x  через 3 4,x x  и 5x : 

1 3 4 5

2 3 4

5 1 3 ;
4 4 4

1 7 7 .
4 4 4

x x x x

x x x

 = + − −

 = − + +


 

 Полагая 3 4,x u x v= =  и 5x t= , получим общее решение системы 
уравнений: 

1

2

3 4 5

5 1 3 ;
4 4 4

1 7 7 ;
4 4 4

, , .

x u v t

x u v

x u x v x t

 = + − −

 = − + +


= = =


 

 Придавая u, v и t различные числовые значения, будем получать 
различные решения данной системы уравнений. Например: 
 

базисное решение 5 1; ; 0; 0; 0
4 4

 − 
 

, частное решение 3 13; ; 1; 1; 0
4 4

 
 
 

. 
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 Ответ: общее решение 

1

2

3 4 5

5 1 3 ;
4 4 4

1 7 7 ;
4 4 4

, , ;

x u v t

x u v

x u x v x t

 = + − −

 = − + +


= = =


 

 базисное решение 5 1; ; 0; 0; 0
4 4

 − 
 

; 

 частное решение 3 13; ; 1; 1; 0
4 4

 
 
 

. 

 

Задания для самостоятельного решения 

по теме « Метод Гаусса. Теорема Кронекера–Капелли » 
 

Группа А 
 

1.А. Вычислить ранг матрицы: 

а) 
1 1 2
2 1 2
2 2 1

 
 − 
 − 

; б) 

2 4 2
1 2 1
1 5 3
8 1 2
2 7 4

 
 − − − 
 
 − 
 
 

; в) 

2 4 6 1
1 2 3 1
3 6 9 1
1 2 3 1

 
 
 
 − − −
 
 

. 

 

Ответ: а) 3; б) 2; в) 2. 
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 В задачах 2.А–19.А решить системы линейных уравнений мето-
дом Гаусса, предварительно исследовав их с помощью теоремы Кро-
некера–Капелли. 
 

2.А. 
36;
13;
7.

x y z
x z y
y z x

+ + =
 + − =
 + − =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

14,5x = ; 11,5y = ; 10z = . 

3.А. 
2 4;

3 3 5 1;
7 2 8.

x y z
x z y
y z x

+ + =
 + − =
 − + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1x = ; 1y = ; 1z = . 

4.А. 
2 4 9 28;
7 6 3 1;
7 9 9 5.

x y z
x z y
x y z

− + =
 − + = −
 + − =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

2x = ; 3y = ; 4z = . 

5.А. 
2 5;

3 16;
5 10.

x y
x z

y z

+ =
 + =
 − =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1x = ; 3y = ; 5z = . 

6.А. 
7 2 3 15;
5 2 3 15;
10 11 5 36.

x y z
x z y
x y z

+ + =
 + − =
 − + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

2x = ; 1y = − ; 1z = . 

7.А. 
2 5 0;

2 3 0;
2 3 9.

x y z
x y z
y z x

− − + =
 + − + =
 + − =

  

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1x = − ; 1y = ; 2z = . 

8.А. 
1 2 3

1 2 3

3 2 1

2 3;
3 3 6 9;
4 2 2 6.

x x x
x x x
x x x

− + =
 − + =
 − + =

 

Ответ: ( ) ( ) 1 3r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )3; 0; 0 . 

9.А. 
0;

2 3 1;
2 1.

x y z
x z y
y x

+ + =
 + + =
 + =

 

Ответ: ( ) ( ) 2 3r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )1; 1; 0− . 
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10.А. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 4 2;
4 9 3 6 5;
2 7 8 5;

4 5 3;
6 7 11 4 1.

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

+ + + =
 + + + = + − + =
 + − + =
 + + − =

 

 

Ответ: ( ) ( ) 2 4r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )1; 1; 0; 0− . 

 

11.А. 

2 0;
2 3 4 11;
5 4 3 2 4;
2 3 4 3 .

x y z t
x y z t
x y z t
y z x t

− + − =
 + − − =
 − − + =
 + − − =

 

 

Ответ: ( ) ( ) 4r A r B n= = = , 

3x = ; 2y = ; 1z = , 0t = . 

 

12.А 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 7 5 2;
3 2 3;
9 8 7;
5 15 6 9;

6 7 1.

x x x
x x x
x x x
x x x
x x x

− + + = −
 − + = + + = −
 + + = −
− + + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1 0x = ; 2 1x = − ; 3 1x = . 

13.А. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

7 5 4 6 2;
5 3 6 5;

2 3 5;
4 5 9;

6 7.

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =
 − + + = + − + =
 + − + =
 + + − =

 

 

Ответ: ( ) 4r A = , ( ) 5r B = , 

система несовместна. 

 

14.А. 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 6;
4 4 9 17;
3 2 5 11;

3 2 3 1.

x x x x
x x x
x x x x

x x x x

− + + =
 + + =
 + + + =
 + − − = −

 

 

Ответ: ( ) ( ) 2 4r A r B n= = < = , 

базисное решение 17 7; ;0;0
4 4

 − 
 

. 

15.А. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 3 4

1 2 3 4

5 2 3 1;
7 2 3 4 2;

5;
2 3 2 3 4;

2.

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

x x x x

+ − − =
 + − − = + + + =
 + + − =
 − − − = −

 

Ответ: ( ) 4r A = , ( ) 5r B = , 

система несовместна. 
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16.А. 

1 2 3 4 5

1 2 3 5

1 2 3 4 5

3 7 4 2 0;
5 2 3 4;

2 5 4 2.

x x x x x
x x x x
x x x x x

− + + + =
 + − + =
− + + + − =

 

Ответ: ( ) ( ) 3 5r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )1; 1; 1; 0; 0 . 

17.А. 

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 3;
4 2 1.

x x x x
x x x x

− + − =
 − + + =

 

 

Ответ: ( ) ( ) 2 4r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )1; 0; 0; 0 . 

 

18.А. 

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4

4 3 2 0;
2 7 5 3 2;

2 8 10.

x x x x
x x x x x

x x x x

− + + + =
− + + + + = −
− + + + = −

 

Ответ: ( ) ( ) 3 5r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )4; 1; 0; 1; 0− . 

19.А. 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 1;
3 4 3 4;

5 9 8 0.

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ − − + =
 − + + + =
 + − − + =

 

Ответ: ( ) ( ) 2 5r A r B n= = < = , 

базис. решение 5 1; ;0;0;0
4 4

 − 
 

. 

 

Задания для самостоятельного решения 

по теме « Метод Гаусса. Теорема Кронекера–Капелли » 

Группа В 
 

 1.В. Вычислить ранг матрицы: 

а) 
13 16 16
5 7 6
6 8 7

 
 − − − 
 − − − 

; б) 

0 0 1 4
0 0 2 5
1 2 3 6
4 5 6 7

 
 
 
 
 
 

; в) 

1 1 3 2
3 1 4 3
5 1 5 8
5 3 10 1

− 
 
 
 
 − 

. 

 

Ответ: а) 3; б) 4; в) 2. 
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 В задачах 2.В–17.В исследовать системы линейных уравнений с 
помощью теоремы Кронекера-Капелли, если возможно, найти реше-
ние СЛУ методом Гаусса. 

 

2.В. 
2 10;

3 2 23;
2 13.

x y
x y z

y z

+ =
 + + =
 + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

4x = ; 3y = ; 5z = . 

3.В. 
3 2 3;
5 2 2 3;

2.

x y z
x y z

x y z

+ + =
 − − =
 + − = −

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1x = ; 1y = − ; 2z = . 

4.В. 







=++−
=+−

=+−

,724
;5382

;554

zyx
zyx

zyx
 

Ответ: ( ) 2r A = , ( ) 3r B = , 

система несовместна. 

5.В. 
1 2

1 3 2

3 2 1

10 7 7;
3 6 2 4;

5 5 6.

x x
x x x

x x x

− =
− + + =
 − + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1 0x = ; 2 1x = − ; 3 1x = . 

6.В. 
2 3 7;

4 2 1;
4 5.

x y z
x y z
x y

− + = −
 + + = −
 − = −

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1x = − ; 1y = ; 2z = − . 

7.В. 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

2 3 7 11 8;
2 4 7 4;

5 10 5 20.

x x x x
x x x x
x x x

+ + + =
 + + + =
 + + =

 

Ответ: ( ) ( ) 2 4r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )4; 0; 0; 0 . 

8.В. 
2 0;
2 1;

1.

y z
x z

y x

+ =
− − =
 − =

 

Ответ: ( ) ( ) 2 3r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )1; 0; 0− . 

9.В. 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 6 11 9;
5 4 3 7;

8 7 15 17.

x x x x
x x x x

x x x x

− − + = −
 + − + =
 + + − =

 

Ответ: ( ) ( )2 2 4r A r B n= = = < = , 

базисное решение ( )1; 2; 0; 0 . 
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10.В. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

22 3 4 13;
3 9;

2 5 2 16;
5 10 11.

x x x x
x x x x

x x x x
x x x

− − − = −
 + + + =
 + + + =
− + − =

 

Ответ: ( ) 3r A = , ( ) 4r B = , 
система несовместна. 

11.В. 

1 2

1 3

2 3 4

1 2 3

2;
1;

3 3 2;
3 2 3.

x x
x x
x x x

x x x

+ =
 − =
 + + =
 + + = −

 

Ответ: ( ) 3r A = , ( ) 4r B = , 
система несовместна. 

12.В.

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 13;
3 9;

2 5 2 16;
5 10 2 3 11.

x x x
x x x x

x x x x
x x x x

− − = −
 + + + =
 + + + =
− + + + =

 

Ответ: ( ) ( ) 4r A r B n= = = , 

1 2x = ; 2 1x = ; 3 1x = ; 4 3x = . 

13.В. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

2 0;
2 3 5 8;
4 3 2 3;

2 4;
2 4 2 7 5.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x
x x x x

− + + =
 + + + = − + − =
− + + =
− + + + =

 

Ответ: ( ) ( ) 4r A r B n= = = , 

1 1x = ; 2 2x = ; 3 3x = ; 4 1x = − . 

14.В. 

1 2 4 3

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

3 3;
2 4 3 4;

2 5 5;
5 4 13 6 13.

x x x x
x x x x

x x x
x x x x

+ + + =
 + + + =
 + + =
 + + + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3 4r A r B n= = < = , 
базисное решение ( )1; 2; 0; 0 . 

15.В. 

1 2

1 2 3

2 3 4 5

1 2 3

1;
4;

2;
3 3 2 9.

x x
x x x
x x x x
x x x

+ =
 + + =
 + + + =
 + + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3 5r A r B n= = < = , 

базисное решение ( )2; 1; 3; 0; 0− . 

16.В. 

2 2;
5 3 7 ;
8 9 2 ;
2 7 4 9.

x y z
y z x
x y z
x y z

+ + =
 + − =
 + + =
 + + =

 

Ответ: ( ) ( ) 3r A r B n= = = , 

1 0x = ; 2 1x = − ; 3 4x = . 

17.В. 

1 2 3

1 2 3

1 3

2 3

1 2 3

3 2 2 6 0;
13 3;
3 0;
5 2;
6 3.

x x x
x x x

x x
x x
x x x

− + − =
 − + = − + =
 − =
 − + =

 

Ответ: ( ) 3r A = , ( ) 4r B = , система 

несовместна. 
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Тренировочный тест. 

 

№ 
пп 

Условие Ответы 

1 

Вычислить определитель: 

1 1
1 1
0 1

b
b

b
 

А.   b2-1   Б.   1-b2   В.   b2 

Г.   b2+1   Д.   0 

2 
Найти сумму элементов мат-

рицы: 
1 3 2
2 4 1

   
⋅   − −   

 
А.   6   Б.    3   В.  -3 

Г.  -1   Д.  -9 

3 

Найти ( )A B C− ⋅ , если 

2 3
4 1

A
− 

=  
 

, 
4 1
2 0

B  
=  − 

, 

3 2
1 1

C  
=  − 

. 

А. 
12 0
10 11

 
 − 

 Б. 
10 0

12 11
− 

 
 

 

В. 
12 0
10 11

 
 
 

 Г. 
10 0

19 11
− 

 
 

 

Д. 
12 10
10 11

 
 
 

 

4 

Решить уравнение: 
2 3
2 1 2 0
3 2 1

x x−
− =
−

. 
А. 2   Б. 1   В. 3 

Г. –2   Д. –3 

5 

 

Найти сумму элементов об-

ратной матрицы: 
1 2
3 1

A
− 

=  
 

. 

А. 5/7   Б. –6/7   В.3/7 

Г. –4/7   Д. –2/7 
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6 
Решить неравенство: 

5 2
2

3 1
x −

≤  

А. ( ]; 11x ∈ −∞    Б. ( ]; 13x ∈ −∞ −  

В. ( ]; 13x ∈ −∞    Г. [ )13;x ∈ ∞  

Д. ( ); 13x ∈ −∞  

7 

Решить систему с помощью 
обратной матрицы: 

5 3 7;
4 6 2.

x y
x y

+ =
 + =

 

А. ( )1; 2−    Б. ( )1; 2−  

В. ( )1; 2− −  Г. решений нет 

Д. ( )2; 1−  

8 

Найти ранг матрицы: 
2 1 0
0 1 1
2 1 0

− 
 − − 
 − 

 

А. rang=2   Б. rang=3 

В. rang=0 

Г. rang=1   Д. rang=4 

9 

Решить СЛУ методом Краме-

ра: 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2;
3 2;

3 4 3 0.

x x x
x x x
x x x

+ + =
 + − = −
 + + =

 

А. ( )3; 1; 2− −     Б. ( )1; 0; 1−  

В. ( )1; 4; 2−     Г. ( )2; 1; 2− −  

Д. ( )2; 4; 2− −  

10 

Решить СЛУ методом Гаусса: 

2 3 2 9;
2 3 14;

3 4 16.

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + − =
 + + =

 

А. ( )2; 3; 2−   Б. ( )1; 3; 2− −  

В. ( )1; 3; 2  Г. ( )1; 1; 2− −  

Д. ( )2; 3; 2−  

 

 

 

Ответы: 1Б, 2Д, 3Г, 4Д, 5А, 6В, 7Д, 8А, 9Б, 10Д. 
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