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1  Теоремы Роля. Геометрический смысл

Теорема Ролля
Знание производной некоторой функции позволяет судить о характерных особенностях в поведении этой функции. В основе всех таких исследований лежат некоторые простые теоремы, называемые теоремами о среднем в дифференциальном исчислении.
Начнем рассмотрение таких теорем с теоремы, связываемой с именем французского математика Ролля (1652–1719).






Теорема 1.1. Если функция  непрерывна на отрезке , дифференцируема во всех его внутренних точках, а на концах отрезка ,  обращается в ноль, то существует, по крайней мере, одна точка , в которой .



Доказательство. Так как функция непрерывна на отрезке , то, согласно свойству 11.1.1, она должна достигать хотя бы один раз на этом отрезке своего минимума  и максимума  (рис. 1.1).




Если , функция постоянна, то есть . Но в этом случае  для любого .




В общем случае , и хотя бы одно из этих чисел не равно нулю. Предположим для определенности, что . Тогда существует точка , в которой .






Так как рассматриваемое значение  является максимальным, то для него справедливо, что  для  и .
Рассмотрим пределы


 для 
и


 для .





Так как оба предела равны производной функции  в одной и той же точке , то они равны между собой. Значит, из одновременности  и  следует, что , что и требовалось доказать.


Следует отметить, что данная теорема справедлива и в том случае, когда на концах отрезка  функция не обращается в ноль, но принимает равные значения . Доказательство проводится аналогично.






Геометрический смысл данной теоремы следующий: если непрерывная кривая пересекает ось  в двух точках ,  или принимает в них равные значения, то, по крайней мере, в одной точке между  и  касательная к кривой параллельна оси .


Необходимо отметить, что если не во всех точках  у рассматриваемой функции существует производная, то теорема может не выполняться. Это касается, например, функции  



Данная функция непрерывна на отрезке  и обращается в ноль на его концах, но ни в одной точке внутри отрезка производная не равна нулю.

2  Теорема Лагранжа. Геометрический смысл

Результаты теоремы Ролля используются при рассмотрении следующей теоремы о среднем, принадлежащей Лагранжу (1736–1813).




Теорема. Если функция  непрерывна на отрезке  и дифференцируема во всех его внутренних точках, то существует, по крайней мере, одна точка , в которой .

Доказательство. Рассмотрим график функции  (рис. 2.1).


Проведем хорду, соединяющую точки  и , и запишем ее уравнение. Воспользовавшись уравнением прямой, проходящей через две точки на плоскости, получим:

,
откуда:




 и .
Составим теперь вспомогательную функцию, вычтя из уравнения кривой уравнение хорды:

.










Полученная функция  непрерывна на отрезке  и дифференцируема во всех его внутренних точках. Кроме того, вычисление  в точках  и  показывает, что . Значит, функция  на отрезке  удовлетворяет требованиям теоремы Ролля. Но в этом случае существует такая точка , в которой .

Вычислим производную функции :

.



Согласно теореме Ролля в точке  производная , то есть  и

,
что и требовалось доказать.


Геометрический смысл теоремы Лагранжа следующий: внутри отрезка  существует, по крайней мере, одна точка, в которой касательная параллельна хорде, стягивающей кривую на данном отрезке. В частности, при  теорема переходит в теорему Ролля.
Теорему Лагранжа часто записывают в следующем виде:

,
то есть приращение функции равно приращению аргумента, умноженному на производную функции в некоторой внутренней точке. В связи с этим теорему Лагранжа называют также теоремой о конечных приращениях.




3  Теорема Коши

Рассмотрим, наконец, третью теорему о среднем, принадлежащей Коши (1789–1859), которая является обобщением теоремы Лагранжа.






Теорема. Если функции  и  непрерывны на отрезке  и дифференцируемы во всех его внутренних точках, причем  не обращается в ноль ни в одной из указанных точек, то существует, по крайней мере, одна точка , в которой .





Доказательство. Так как  во всех точках , то отсюда следует, что . В противном случае, как следует из теоремы Ролля, существовала хотя бы одна точка , в которой .
Составим вспомогательную функцию

.







Данная функция непрерывна на отрезке  и дифференцируема во всех его внутренних точках. Кроме того, вычисление ее в точках  и  дает: . Значит, функция  удовлетворяет требованиям теоремы Ролля, то есть существует хотя бы одна точка , в которой .

Вычислим производную :

.

Из условия  следует, что


 и ,
что и требовалось доказать.

В случае, когда , теорема Коши переходит в формулировку теоремы Лагранжа.

4  Производная функции, заданной параметрически

Пусть функция задана параметрически следующими уравнениями
[image: ].                         (1)
причем эти функции имеют производные и функция  x = (t) на отрезке [to, Т] имеет обратную функцию  t = Ф(x), которая также имеет производную. В этом случае определенную параметрическими уравнениями функцию   y = f(x)  можно рассматривать как сложную функцию [image: ] и t = Ф(x), где  t – промежуточный аргумент.
По правилу дифференцирования сложной функции получим
[image: ]                              (2)
На основании теоремы о дифференцировании обратной функции следует, что
[image: ]
Подставляя последнее выражение в равенство (2), получаем  [image: ]  или
[image: ]                                         (3)
Полученная формула дает возможность находить производную у'х от функции, заданной параметрически, не находя выражения непосредственной зависимости  у  от  х.
Рассмотрим примеры.
Пример 1. Функция  у  от  х  задана параметрическими уравнениями
[image: ]
Найти производную [image: ] 1) при любом значении  t, 2) при t = [image: ].
Решение.
1) [image: ]
2) [image: ]
Пример 2. Найти угловой коэффициент касательной к циклоиде
[image: ]
в произвольной точке [image: ]
Решение. Угловой коэффициент касательной в каждой точке равен значению производной у'х в этой точке, т. е. равен
[image: ]
Учитывая, что
[image: ]
Получим 
[image: ]
Следовательно, угловой коэффициент касательной к циклоиде в каждой ее точке равен [image: ], где  t – значение параметра, соответствующее этой точке. Но это значит, что угол  наклона касательной к оси  х  равен  [image: ] (для значений  t  между  – и ).
Для нахождения второй производной [image: ] дифференцируем по  х  равенство (3), имея в виду, что  t  есть функция от  х:
[image: ]
Учитывая, что
[image: ]
[image: ],
получим, подставив эти выражения в предыдущее равенство,
[image: ]
Или в боле компактном виде
[image: ]
Рассуждая аналогично, можно получить и более старшие производные.
Пример 3. Функция  у  от  х  задана параметрическими уравнениями
[image: ]
Найти производные  [image: ]
Решение.
[image: ]
[image: ]
[image: ]



Литературный источник, в соответствующей главе:
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oleObject3.bin

oleObject49.bin

image48.wmf
(

)

(

)

,

Bbfb


oleObject50.bin

image49.wmf
(

)

(

)

(

)

yfa

xa

bafbfa

-

-

=

--


oleObject51.bin

image50.wmf
Y

X

a

c

b

A

B

(

)

yfx

=


oleObject52.bin
X-Axis�

Y-Axis�

�

�

�

�


image51.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

fbfa

yfaxa

ba

-

-=-

-


oleObject53.bin

image52.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

fbfa

yfaxa

ba

-

=+-

-


image4.wmf
xb

=


oleObject54.bin

image53.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

fbfa

Fxfxfaxa

ba

-

=---

-


oleObject55.bin

image54.wmf
(

)

Fx


oleObject56.bin

image55.wmf
[

]

,

ab


oleObject57.bin

image56.wmf
(

)

Fx


oleObject58.bin

image57.wmf
xa

=


oleObject4.bin

oleObject59.bin

image58.wmf
xb

=


oleObject60.bin

image59.wmf
(

)

(

)

0

FaFb

==


oleObject61.bin

image60.wmf
(

)

Fx


oleObject62.bin

image61.wmf
[

]

,

ab


oleObject63.bin

image62.wmf
(

)

,

cab

Î


image5.wmf
(

)

,

cab

Î


oleObject64.bin

image63.wmf
(

)

0

Fc

¢

=


oleObject65.bin

image64.wmf
(

)

Fx


oleObject66.bin

image65.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

fbfa

Fxfx

ba

-

¢¢

=-

-


oleObject67.bin

image66.wmf
xc

=


oleObject68.bin

image67.wmf
(

)

0

Fc

¢

=


oleObject5.bin

oleObject69.bin

image68.wmf
(

)

(

)

(

)

0

fbfa

fc

ba

-

¢

-=

-


oleObject70.bin

image69.wmf
(

)

(

)

(

)

fbfa

fc

ba

-

¢

=

-


oleObject71.bin

image70.wmf
[

]

,

ab


oleObject72.bin

image71.wmf
(

)

(

)

fafb

=


oleObject73.bin

image72.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

fbfafcba

¢

-=-


image6.wmf
(

)

0

fc

¢

=


oleObject74.bin

image73.wmf
(

)

fx

=


oleObject75.bin

image74.wmf
(

)

x

j


oleObject76.bin

image75.wmf
[

]

,

ab


oleObject77.bin

image76.wmf
(

)

x

j

¢


oleObject78.bin

image77.wmf
(

)

,

cab

Î


oleObject6.bin

oleObject79.bin

image78.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

fbfafc

bac

jjj

¢

-

=

¢

-


oleObject80.bin

image79.wmf
(

)

0

x

j

¢

¹


oleObject81.bin

image80.wmf
(

)

,

ab


oleObject82.bin

image81.wmf
(

)

(

)

ab

jj

¹


oleObject83.bin

image82.wmf
(

)

,

cab

Î


image7.wmf
[

]

,

ab


oleObject84.bin

image83.wmf
(

)

0

c

j

¢

=


oleObject85.bin

image84.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

fbfa

Fxfxfaxa

ba

jj

jj

-

=--é-ù

ëû

-


oleObject86.bin

image85.wmf
[

]

,

ab


oleObject87.bin

image86.wmf
xa

=


oleObject88.bin

image87.wmf
xb

=


oleObject7.bin

oleObject89.bin

image88.wmf
(

)

(

)

0

FaFb

==


oleObject90.bin

image89.wmf
(

)

Fx


oleObject91.bin

image90.wmf
(

)

,

cab

Î


oleObject92.bin

image91.wmf
(

)

0

Fc

¢

=


oleObject93.bin

image92.wmf
(

)

Fx


image8.wmf
m


oleObject94.bin

image93.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

fbfa

Fxfxx

ba

j

jj

-

¢¢¢

=-

-


oleObject95.bin

image94.wmf
(

)

0

Fc

¢

=


oleObject96.bin

image95.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

fbfa

fcc

ba

j

jj

-

¢¢

-=

-


oleObject97.bin

image96.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

fbfafc

bac

jjj

¢

-

=

¢

-


oleObject98.bin

image97.wmf
(

)

xx

j

=


oleObject8.bin

oleObject99.bin

image98.png
x=0@), y=v@), L, <iLT




image99.png
y=1y(?)




image100.png
Y=Ytz =1p; (t) Oy (x).




image101.png
m;(x)=;;‘(—t).




image102.png
A0

Y=g




image103.png




image104.png
T =acost
:asint}’ Ostsm:




image105.png
iy




image106.png
IS




image9.wmf
M


image107.png
v = (asint) _ acost
* = (gcost) = —asint

= —ctgt;




image108.png
(Y )i 14 = —ctg(m/4) = ~1.




image109.png
z = a(t —sint),
y = a(l —cost)




image110.png
(0 <t < 2n).




image111.png




image112.png
zp = a(1 - cos t), v, = asint.




image113.png
ot i
2sm§cos 3

2t
2sin 5

= ctg

2

i

(OB

e




image114.png
D] o




image115.png
N[

™| o




image116.png
&y




oleObject9.bin

image117.png
T dx

dy

dt

i
dt

dt
dx




image118.png
E:I&

dy

dt

dx

dt

dx d%y

dt 4t dt dit

(.‘2‘.
dt

dy d?x
) 3

?




image119.png
dt

dx

dx




image120.png
D p——  Cm—  Tt—




image121.png
Py _ ¢ OV OV O (1)
dx? [0 (O -




image122.png
x=aqacost, y==bsinl.




image123.png
d
dg d%
dx® °




image124.png
dx d*x dy d?y
'&-t-_—amt v T acos t, E;-_bcost Ez——-—bsint




image125.png
s ety S ——— ety Sw—




image126.png
d’g (-—asin t) (— b sin t)— (b cos £) (— acos t) b 1
dx? (—asin t)3 T a?sin¥f *




image10.wmf
mM

=


oleObject10.bin

image11.wmf
(

)

fxconst

=


oleObject11.bin

image12.wmf
(

)

0

fx

¢

=


oleObject12.bin

image13.wmf
x


oleObject13.bin

image14.wmf
mM

¹


oleObject14.bin

image15.wmf
0

M

>


oleObject15.bin

image16.wmf
xc

=


oleObject16.bin

image17.wmf
(

)

fcM

=


oleObject17.bin

image18.wmf
Y

X

(

)

yfx

=

a

b

c

M


oleObject18.bin
X-Axis�

Y-Axis�

�

�

�

�


oleObject19.bin

image19.wmf
(

)

(

)

0

fcxfc

+D-<


oleObject20.bin

image20.wmf
0

x

D>


oleObject21.bin

image21.wmf
0

x

D<


oleObject22.bin

image22.wmf
(

)

(

)

(

)

00

lim0

x

fcxfc

fc

x

D®+

+D-

¢

=<

D


oleObject23.bin

image1.wmf
(

)

yfx

=


image23.wmf
0

x

D>


oleObject24.bin

image24.wmf
(

)

(

)

(

)

00

lim0

x

fcxfc

fc

x

D®-

+D-

¢

=>

D


oleObject25.bin

image25.wmf
0

x

D<


oleObject26.bin

image26.wmf
(

)

yfx

=


oleObject27.bin

image27.wmf
xc

=


oleObject28.bin

oleObject1.bin

image28.wmf
(

)

0

fc

¢

<


oleObject29.bin

image29.wmf
(

)

0

fc

¢

>


oleObject30.bin

image30.wmf
(

)

0

fc

¢

=


oleObject31.bin

image31.wmf
[

]

,

ab


oleObject32.bin

image32.wmf
(

)

(

)

fafb

=


oleObject33.bin

image2.wmf
[

]

,

ab


image33.wmf
OX


oleObject34.bin

image34.wmf
xa

=


oleObject35.bin

image35.wmf
xb

=


oleObject36.bin

image36.wmf
a


oleObject37.bin

image37.wmf
b


oleObject38.bin

oleObject2.bin

oleObject39.bin

image38.wmf
[

]

,

ab


oleObject40.bin

image39.wmf
1

yx

=-


oleObject41.bin

image40.wmf
Y

X

1

1

1

-


oleObject42.bin
X-Axis�

Y-Axis�

�

�

�


image41.wmf
[

]

1,1

-


oleObject43.bin

image42.wmf
(

)

yfx

=


image3.wmf
xa

=


oleObject44.bin

image43.wmf
[

]

,

ab


oleObject45.bin

image44.wmf
(

)

,

cab

Î


oleObject46.bin

image45.wmf
(

)

(

)

(

)

fbfa

fc

ba

-

¢

=

-


oleObject47.bin

image46.wmf
(

)

yfx

=


oleObject48.bin

image47.wmf
(

)

(

)

,

Aafa


